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ПРЕДИСЛОВІЕ. 


Въ алгебраическихъ изысканіяхъ важную рөль игра- 
ютъ индивидуальныя свойства степени уравнешя: при- 
ходитея часто говорить одно объ уравненіяхъ простой 
степени, другое — объ уравнешяхъ сложной степени; 
дальнфиния разлитя въ характерф степени вызываютъ 

новыя различія въ пріемахъ и въ окончательныхъ выво- 
_ дах. Съ другой стороны, самыя общія, первоначальныя 
изысканія надъ корнями уравненія указываютъ на необ- 
ходимость предварительной разработки теоріи переста- 
новокъ, — науки спецальной, заимствующей многое су- 
щественное изъ теоріи чиселъ. Потому-то, прежде чёмъ 
приступить къ общей теоріи алгебраическихъ уравненій, 
необходимо познакомиться съ основными свойствами цђ- 
лыхъ чисель, и хорошо усвоить себЪ разнообразные 
приемы, употребляемые въ теоріи послЪднихъ. 
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Но связь алгебры съ теоріею чиселъ болЪе тЪсна, 
чЪмъ можно заключить на основаніи вышесказаннаго. 

Прим%неніе способовъ, предлагаемыхъ въ алгебрћ 
для рЪшенія разныхъ вопросовъ, ставить на видъ раз- 
лише между буквенными уравненіями и числовыми; и 
понятно, что послфдыя должны представлять болышй 
интересъ, чБмъ первыя. 

Между числовыми уравненіями первое мћето принад- 
лежить уравненіямъ съ цфлыми коеффищентами. Корни 
такихъ уравненій составляютъ новый ариөметическій 
алгориөмъ; переходъ къ нимъ отъ цфлыхъ чиселъ пред- 
ставляетея столь же естественнымъ, какъ въ геометріи 
переходъ отъ прямой линіи къ кривымъ. И подобно 
тому, какъ въ геометри разематриваніе кривыхъ второй 
степени привело къ самымъ драгоцфннымь послЪл- 
ствіямъ, точно также и въ алгебрЪ изелфдоване цф- 
лыхъ алгебраическихъ чиселъ втораго порядка приво- 
дить къ постановкЪ новыхъ вопросовъ и къ рБшенію 
новыхъ задачъ, представляющихъ высшій научный ин- 
тересъ. Благодаря этому теорія чиселъ поставлена на 
ступень тБхъ немногихъ наукъ, которыя особенно вы- 
даются по точности, простотЪ и изяществу своихъ пріе- 
МОВЪ. 

Здесь, конечно, я не имфю въ виду особенныхъ 
‘вопросовъ теорій чиселъ, ршеніе которыхъ, кажется, 


превосходить силы современнаго конечнаго анализа. 
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Существуеть немного примБровъ своеобразнаго и чрез- 
вычайно удачнаго примфненя трансцендентнаго анализа 
къ рЬшеншю нЪФкоторыхъ изъ означенныхъ вопросовъ; 
подобныя работы, хотя и относятся къ теори чиселъ, 
но составляютъ совершенно отдфльную ея вЪтвь, выхо- 
дящую изъ области конечнаго анализа. 

Современная теорія чиселъ построена на трехъ 
началахъ: 1° общій наибольшй дфлитель (Евклидъ), 
2° непрерывныя дроби (Гюгенеъ), З? начало Дирихле. 
Настоящая книга посвящена исключительно началу 
Евклида въ приложени къ цфлымъ числамъ и цђлымъ 
функщямъ; потому можно было бы ее озаглавить: „тео- 
ря дЪлимости“ или „теорія сравнений“. 

Особенное вниманіе было обращено мною на 1% 
мфета, которыя находятъ приложеніе въ дальнћйшихъ 
частяхъ алгебры. Такъ, напримъръ, линейныя сравненя 
со многими неизвЪетными играютъ существенную роль 
въ теорій подетановокъ; потому я останавливаюсь на’ 
нихъ немного дольше, чфмъ Гауссъ въ его ,„01840181- 
попеѕ атіћтебсае“. 

Въ конц первой главы я показываю способы р%- 
шенія въ цђлыхъ числахъ нћеколькихъ неопредђлен- 
ныхъ уравнений первой степени, которыя могуть пока- 
заться не особенно важными; между тфмъ въ нихъ с0- 
держится рБшеніе вопроса объ умноженіи такъ назы- 


ваемыхъ идеальныхъ чиселъ (втораго порядка) или, все 
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равно, о сложени квадратичныхъ формъ (баџѕѕ, сотро- 
5110 Ѓогтагат), — одинъ изъ самыхъ плодотворныхъ 
вопросовъ въ теори чиселъ. 

Бъ общемъ, книга эта представляеть развите мо- 
ихъ үниверситетскихъ лекцій, на сколько таковое необ- 
ходимо для основательнаго уразумфнія выешихъ вопро- 
совъ современной алгебры. 
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НАЧАЛА ТЕОРТИ ЧИСЕЛ, 


ГЛАВА В 


Начало общаго наибольшаго дЪлителя. — Первыя приложенія. — Разло- 
женіе чиселъ на простые множители и условія дълимости. — Свойства 
функцін ф(а). — Разныя приложенія предыдущаго. 


$1. Начало общаго наибольшаго дБлителя. 


1. Пусть будутъ два цфлыхъ положительныхъ числа а и 6, 
изъ коихъ а не меньше 6. Произведемъ рядъ послБдовательныхъ 
_ дБленій въ слБдующемъ порядкъ: раздфлимъ а на 6, частное 
обозначимъ чрезъ р,, остатокъ чрезъ @,; затфмъ раздфлимъ б 
на @,, частное обозначимъ чрезъ р., остатокъ чрезъ @,; раздф- 
лимъ, далБе, р, на @,, частное обозначимъ чрезъ р,, остатокъ 
чрезъ 4,, — и будемъ продолжать дЪйствовать такимъ образомъ 
до тъхъ поръ, пока не дойдемъ до остатка равнаго нулю; это 
произойдетъ неминуемо, ибо числа @,, 4., 4.,... идутъ убывая, 
и не могутъ сдфлаться отрицательными. Положивъ, что посл®д- 
ній остатокъ не равный нулю есть @,, будемъ имфть рядъ урав- 
неній 

а = 0р, + @,, 
0 — р, + а., 


п, > 
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4, = р 4+ 3, 
а за а, Ру СҢ а Я, 
а= а, 12 е й, 
Ш е5 пОп+1 


Отсюда выводимъ 
а. БЯ 78 А 1 ) 1, ай иа, ? 


с а вы мы ЧЫР Р; А) а, = ии, 


о ас № О, ра а а в мова 


0 = (руш, + и.) а, = ий, , 
а= (ри и), = 04, 


маз ал20: 0, 0 Изображаютъ извБетныя цфлыя числа. 
Изъ предыдущихъ уравненій, производя исключенія въ дру- 
гомъ порядк%, получаемъ рядъ новыхъ соотношеній, а именно: 


гБ 6 


а, == а— р, 
4, == — р,а + (рр + 1)6 = 2а + 9.5, 


в == (1 — ру) а — (р, + р.) 0 = 20 9,5, 


к РИ ра аа в сесола 59е СӨ КӨТ 0-е а. тесе * мех 


== аг) ИС о ЖР ПИН. 0 = 20 + 0,0, 


гдБ 2,, 5,,.. .0,, Уз... · Изображаютъ извъстныя цБлыя числа. 
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Между уравненіями двухъ предыдущихъ группъ особенно 
важны три слБдующія: 


тан 9.6 = а. 


Для сокращенія отбросимъ значки у буквъ 5, у, 4 и напи- 
шемъ ихъ такъ: 


С 577 б = ий, ах 4 Ву = 4. 


ПослБднее изъ этихъ уравненій показываетъ, что всякій 
общій дБлитель чиселъ а и $ дБлитъ число 4; а первыя два по- 
казываютъ обратное: что всякій дЪфлитель числа @ дфлитъ оба 
числа а и 60. СлБдовательно вопросъ объ опред$лени общихъ 
.дБлителей какихъ либо двухъ данныхъ чиселъ в и Б приводится 
вышеуказаннымъ образомъ къ опредБленію всфхъ дЪфлителей 
числа 4. 

Число 4 есть наибольшей общий дълитель чисель а и 6, 
потому что наибольший дфлитель числа @ есть самое. число 4. 
Характеристическое свойство этого дБлителя состоитъ въ слф- 
дующемъ. 

Теорема. Обийй наибольший дљлитель а двухз чисел а и Ъ 
выражается посредствомь этихь чиселх линейным образом 


а = ах + бу, 


при иълыхь значешяхь 2 и у, подобранных» надлежащим обра- 
зом. 

Справедливость этой теоремы показываетъ послЁднее изъ 
уравнений (1). 

Сл$дств1е. Наименьшая числовая величина линейной формы 
ах ж бу при утлыль перемьнныхь = и у, какг положительных 
тако и отричательныхь, равна общему наибольшему дълителю 
чисель а и 6. 

Само собою разум%етсея, что здЪеь рЪчь идетъ о значеніяхъ 


Формы отличныхъ отъ нуля. 
1° 
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2. Чтобы найти общій наибольшій дфлитель трехъ чиселъ 
а, ®, с, слБдуетъ опредБлить сперва общий наибольшій дБлитель 
4’ чиселъ а и б, а затБмъ общий наибольший дБлитель 4 чиселъ 
а и с; этотъ послБдній будетъ числомъ искомымъ, и всякій об- 
щій дБлитель чиселъ а, 0, с будетъ дфлителемъ числа 4. 

При нёкоторыхъ цфлыхъ числахъ 2, у’, 2”, у’ будуть имфть 
мЪсто два уравненія 


ах а-у =, 
и. ИР и! 
ах су = ; 
отсюда, исключая 4’, получаемъ 


ава а Вау а су’ =, 
или, проще, 
ах + Бу + сг = , 


гдф 2, у, 2 изображаютъ извфетныя цфлыя числа. СлБдова- 
тельно общій наибольший дфлитель трехъ чиселъ а, 6, с выра- 
жается линейной однородной Формой ах + бу ~ сг при н$кото- 
рыхъ цфлыхъ значешяхъ перемБнныхъ 2, У, 2. 

Сказаннаго достаточно, чтобы понять, какимъ образом, 
путемъ послфдовательныхъ дфленй, составляется общій наи- 
большій дБлитель 4 какого угодно числа данныхъ чиселъ а, 6, 


с,. . .1, и что дфлитель этотъ можно выразить линейною Формой 
а= ав + фу с2-н...-й 
при нБкоторыхъ цфлыхъ значеніяхъ перемнныхъ 2, 0, 2,... Ё. 


3. Два цфлыхъ числа а и 6 называются относительно про- 
стыми, когда они, кром единицы, не имфютъ общаго дБлителя, 
или, иначе, когда ихъ общ наибольший дБлитель равенъ еди- 
ниц. Для этого необходимо и достаточно, чтобы неопредЂленное 
уравненіе 


МУМУ. гСіп.ог9.рі 


А. аА 


допускало рЕшеніе въ цфлыхъ числахъ. Иногда приходится вы- 
ражать то же самое предложеше въ обратномъ порядкћъ: чтобы 
уравнеше (1) имло р®шеніе въ цфлыхъ числахъ, необходимо и 
достаточно, чтобы числа а и ® были относительно простыми. 


4. На основаніи вышеизложеннаго не трудно убБдиться въ 
справедливости нижеслБдующихъ двухъ теоремъ, выражающихъ 
основныя свойства относительно простыхъ чиселъ. 


Теорема 1. Произведене двухз чисель, тростытљ относи- 
тельно третьяю, есть также простое относительно третьяло. 

Пусть будутъ два числа а и б, изъ коихъ каждое есть про- 
стое относительно третьяго числа с, и пусть 2, 5’, у', у’ изобра- 
жаютъ цфлыя числа, удовлетворяющія уравненіямъ 


ах’ + су = 1, 
и 
02" су' = 1. 
Намъ известно, какъ находятся такія числа, и потому мы 


на нихъ будемъ смотрЪть, какъ на извфстныя. 
Напишемъ послёднія равенства такъ: 


ат = 1 — еу, 
ьт — 1 Сай су”, 


` 


и перемножимъ ихъ почленно; получаемъ 


у 


арх’ =1—с(у + у’—суу’). 


Отсюда, полагая для сокращенія 


у=у + у’ — суу", 
ВЫВОДИМЪ 
афх + су = 1. 
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Такъ какъ 2 и у суть очевидно числа цфлыя, то изъ посл$д- 
няго равенства слБдуетъ, что аб и с суть числа относительно 
простыя. Что и слБдовало доказать. 


Слдствіе. Если каждое изг чисел а, а, а.,... ёсть 
простое относительно каждало изг чисель 6, 6, 0,,..., то 
произведеня а а, а,. . . и 0 0, Ь,... суть взаимно простыя. 


Теорема 2. Если с, будучи простымг числомг относи- 
тельно а, дълить произведеніе аф, то оно дълить 0. 
Д%йствительно, такъ какъ а и с числа относительно простыя, 


то уравненіе 
ах Су == 1 


имфетъ рБшеніе въ цБлыхъ числахъ. Разсматривая 5 и у какъ 
извЪстныя, положимъ еще 


гдБ 2, по предположению, число цБлое. Исключая а изъ преды- 
дущихъ уравненій, получаемъ 


Здфеь первая часть есть очевидно цфлое число, слБдова- 
тельно № дФлится на с. 


Слдствіе 1. Если каждое изг двухг взаимно простылљ 
чисел а и В дљлитг с, то и произведеніе аф дълить с. 

Д%йствительно, полагая с = аа’, мы замБчаемъ на основаніи 
послЬдней теоремы, что число а дфлится на 6; полагая слБдова- 
тельно а = фа”, имфемъ с == афа’. Это показываетъ, что с дБ- 
лится на а. 

Имфя нБеколько чиселъ а, б, с,...й, мы будемъ называть 
ихъ простыми между собою, если каждыя два, произвольно взя- 
тыя между ними, будутъ относительно простыми. Общий наи- 
больший дфлитель такой системы чиселъ очевидно равенъ еди- 
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ницБ; но обратнаго нельзя утверждать. Такъ, наприм®ръ, общій 
наибольшій дБлитель чисель 4, 5, 6 равенъ 1, между тБмъ они 
не простыя между собою. 

Принимая это въ соображеніе, можно расширить послБднее 
слдствіе, и выразить его въ слБдующей Форм%. 


ОлЪфдств!е 2. Если числа а, 6, с,...Ё простыя между 
собою, и каждое изь нижь дљлитг число 1, то и произведенае 
ађс. . .Е дълить 41. 

5. Всякое число Е, дБлящееся на оба числа а и б, назы- 
вается общимъ кратнымъ чиселъ а и 6. Изображая чрезъ 4 
общий наиболышй дЪфлитель чиселъ а и б, мы замфчаемъ, что, 


—7› и, во вторыхъ, 
а р о 
числа е И ее суть относительно простыя; поэтому, на оснований 


Е з 
вышедоказаннаго, заключаемъ, что т длится на произведене 


а 
а: а. 


К а (2 
во первыхъ, число = дБлится на оба числа и 


Пусть 2 


Е а 
тааб 


гдБ { изображаетъ число цфлое; отсюда выводимъ 
ађ 
Е = т. 
Эта Формула даетъ всевозможныя общія кратныя чиселъ 
ап б; для этого стоитъ только поочередно полагать = 1, 2, 3,... 
Наименьшее кратное получается при ѓ = 1; обозначая его 
чрезъ 22, имфемъ 


__ лар 
нь 

ИЛИ 
та = аб 


Характеристическое свойство наименьшаго общаго кратнаго 
чисель а и © состоитъ въ томъ, что всякое общее кратное чи- 
селз а и ® есть кратное ихь наименьшало кратнало. Ибо преды- 
дущую Формулу для # можно написать такъ: 


Е — ті. 
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Отмфтимъ еще частный случай, когда числа а и 6 относи- 
тельно простыя; тогда наименьшее кратное равно ихъ произве- 


денію, 
т = а. 


Если составимъ наименьшее кратное 2” чиселъ а и ф, а за- 
тфмъ наименьшее кратное ә. чиселъ т и с, то т будетъ оче- 
видно наименьшимъ общимъ кратнымъ чиселъ а, бис. Всякое 
другое общее кратное этихъ же самыхъ чиселъ будетъ дЪлиться 
на т. Если числа а, 0, с простыя между собою, то т == афс. 

Подобнымъ образомъ составляется наименьшее общее крат- 
ное четырехъ чиселъ, пяти и такъ дале. 


$ П. Разложеніе чиселъ на простые множители, 


6. Число, не имБющее другихъ дфлителей кромф единицы 
и самаго себя, называется простымг. Самое малое простое число 
есть 2; оно одно между простыми числами есть четное. Единица, 
не причисляется къ простымъ числамъ. Непростое число назы- 
вается составным; но единица отнюдь не причисляется къ со- 
ставнымъ числамъ: она остается въ сторонв. Оставляя единицу 
въ сторон, очевидно, что наименьшій изъ дфлителей какого 
угодно даннаго числа есть всегда число простое; поэтому если 
число а не длится ни на одно изъ простытг чиселъ меньшихъ а, 
то оно есть простое. Основываясь: на этомъ предложенш, легко 
показать, что существуетъ безконечное множество простыхъ 
чиселъ. На самомъ дЪл%, допустимъ противное, пусть р;, р,,...р, 
изображаютъ всЪ существующая простыя числа; тогда число 


№М=рр,...р.-+1 


очевидно не будетъ дБлиться ни на одно изъ простыхъ чисель 
меньшихъ №, и потому само должно быть числомъ простымъ. 
Но это противор$читъь допущенію, что нфтъ болфе простыхъ 
чиселъ кром% р,, р,,. . .р,. 
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7. Общимъ наибольшимъ дфлителемъ простаго числа р и 
какого нибудь другаго числа а очевидно можетъ быть только 
1 или р; если поэтому р не дЪлитъ а, то р и а суть относительно 
простыя. 

Это приводитъ къ слбдующей теорем%. 


Теорема. //роизведене нъсколькихв чисель аф. . .с тода 
только дълится на простое число р, кода по крайней мор 
одинг изг множителей а, 6,...с дълится на р. 

ДЪйствительно, если ни одинъ изъ множителей а, 6,...с 
не длится на р, то каждый изъ нихъ есть число простое отно- 
сительно р; слБдовательно и произведеніе аб...с есть простое 
относительно р (см. п? 4, слБдствіе изъ теоремы 1), и потому не 
можетъ дБлиться на р. Напротивъ, если одинъ изъ множителей 
а, 6,...с дБлится на р, то произведеніе ар. . .с очевидно дф- 
лится на р. 

СлБдствіе. Произведене’ нњсколькиїѕ простых множи- 
телей рд. . .ғ тдда только дълится на простое число в, 
кода одинг изг множителей р, д, . . .т равен 8. : 

Очевидно, что всякое число можетъ быть представлено въ 
вид произведенія н$сколькихъ простыхъ множителей; относи- 
тельно такого разложенія не трудно намъ теперь доказать слБ- 
дующую теорему. 


Теорема 2. Не обращая внимашя на порядокг множителей, 
всякое число разлалается одним только образомг на произведе- 
міе простыхг множителей. 

ДЪйствительно, допустивъ, что число а разлагается двоя- 
кимъ образомъ на произведеніе простыхъ множителей 


а=рр.. 5 "Ри 


а = 4,4... .9,; 
имфемъ уравнеше 


р.р». ы Рп == 919. - Ы - 9, 
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вторая часть котораго дБлится на р,. Это требуетъ, чтобы одинъ 
изъ простыхъ множителей 0,, 9, . · ·9, быль равенъ р,. Пусть 
ру = 9,; сокращаемъ обф части послФдняго уравненія на р; 
получаемъ новое уравненіе 


Ро. - -Р„ = 93. · 4, 


на основаніи котораго заключаемъ, что одно изъ чиселъ 4», 
98, - · -9, равно р,. Пусть р, = 9,; сокращаемъ обф части по- 
слБдняго уравненія на р,, и продолжаемъ разсуждать подобно 
предыдущему. Ясно, что такимъ образомъ мы дойдемъ до урав- 
ненія 1 = 1, а это и показываетъ, что два ряда чисель 


Ру, Ро, . · "Рт 


Чт, 45, . 6 9. 


состоятъ изъ однихъ и тфхъ же чиселъ; вся разница можетъ 
быть только въ порядкЪ. Что и слБдовало доказать. 

Когда число большое, разложеніе его на простые множители 
представляетъ значительныя затрудненія. Для чиселъ, не превы- 
шающихъ 3036000 можно пользоваться таблицами Бюркарда 
подъ заглавіемъ: «Та е 4ез @іуіѕецгѕ ропг $018 1еѕ пошгез 4ез 
ргетіег, деих1ёте её ігоіѕіёте т Поп еќс. раг Ј.-Сһ. Вагскһагӣї». 


$ Ш. Условія делимости и другія теоремы, вытекающія 
изъ предыдущаго. 


8. Оставляя въ сторон$ трудности, встрфчаемыя при разло- 
женіи большихъ чиселъ на простые множители, мы будемъ раз- 
сматривать какъ извБстные всЪ простые дЪлители даннаго числа. 
Обозначая число чрезъ а, а различные простые дБлители его 
чрезъ р, 9,. . .7, имБемъ 
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гдф о, В,...ү изображаютъ цфлыя положительныя числа; это 
показатели кратности соотв$тетвующихъ простыхъ множи- 
телей. 

Вопросъ о составлени всфхъ дфлителей числа а не пред- 
ставляетъ теперь никакого затрудненія. На самомъ дЪлЪ, если 6 
дЪлитъ а, то имфемъ уравненіе 


а=, 


которое показываетъ, что дБлитель $ равенъ произведенію нф- 
сколькихъ простыхъ множителей, входящихъ въ составъ числа а; 
ибо всякое число, по вышедоказанному, однимъ только образомъ 
разлагается на произведеніе простыхъ множителей. СлЁдова- 
тельно будемъ имЪфть 


а’ В/ 0 
_ АОН == рд. . „т“, 
гд р, 9,. . .7 изображаютъ тф же простыя числа что и въ (1), 
а показатели а, 8,. . . тү удовлетворяютъ условіямъ 
05а За, 
0<в= 


Обратно, всякое число вида (2), при соблюденіи условій (3), 
будетъ дБлителемъ числа а. Отсюда такая теорема. 


Теорема. Число а тода только будеть дълиться на 6, 
кода всъ простые множители числа 6 будуть входить вѕ со- 
ставг а и вг а степени ихь не ниже чъмг вг 6. 

СлЪдствіе. Число различныхь дълиипелей числа а= р" 4. Яо, 
есть (а 4 1) (В + 1)... (ү 1), а сумма ив есть 


р9+1 1 9—1 а е О | 
р 1 4—1 '‘'’’т—1 
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ны. |. брег 
На самомъ дфлБ, ве дБлители числа а получаются изъ Фор- 
мулы 


= рф’... т, 


давая для а, 8,...ү значенія: 


ү = 0, 1, 2,...%; 


отсюда сл$дуетъ, что если перемножимъ алгебраически между 
собою полиномы 


Р=1+рљьр +. ..+ 0р", 
0=1+0+ф +... ф, 
В = 1-4-7 4-1 ~ 4-71, 


то члены полученнаго произведенія будутъ представлять различ- 
ные дфлители числа а, каждый по одному разу; поэтому число 
дфлителей числа а равно числу членовъ означеннаго произведе- 
нія, то есть 

(«4+ 1) (8 1). ..(ү+ 1), 


а сумма ихъ опредБляется произведеніемъ 


Ре? ‚ 2%. 
которое равно 
ОА — 1 98+1 — 1 тУ+1 —1. 
р—1 Е 7 ИС. 
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ибо 
га 8 _ ЭБЕ „Я. 
Р=1+рљр + + р рй 7: 
22 9 В __ 981 —1 
О =1 9-9 + ВЕ, 
ыі. 
В = 1-74-17? ние" 


9. Въ н5которыхъ случаяхъ приходится принимать во вни- 
маніе наибольшее цБлое число, не превышающее какого нибудь 
даннаго положительнаго количества о; такое число называютъ 
цБлою частью ө, и изображаютъ символомъ Ео. Такъ, напри- 
мЪръ, имфемъ 

1 ә 20 ‹ ЕУ150 
0, АВ, Ет = 2, ізо 12, 

Рядомъ съ этимъ знакомъ мы введемъ еще другой, именно 
е(&), понимая подъ послфднимъ одно изъ двухъ: нуль или еди- 
ницу, смотря по тому, будетъ ли о < 1 или о71. НапримЪръ, 

2—0 = 1 3\1, е(015) = 
е 5)= еу, ООЗЕ ЗИ ЕЕ 

Для всякаго положительнаго количества х имфетъ мето 

равенство 


Ев = ва) ($) (2). а 2). ии 


справедливость котораго очевидна. Члены ряда во второй части, 
начиная съ извБстнаго мфета, вс$ равны нулю; поэтому рядъ 
можетъ быть продолженъ до безконечности. 

При нижеслБдующихъ выводахъ намъ придется пользоваться 
обоими символическими выраженіями #2) и е(2). 


Теорема. Наивысшая степень простало числа р, дълящая 
произведене 1. 2. 8. 4. . .т есть 
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при этом» рядь членовь в5 показатель слњдуетг продолжать 
до ттьхз порз, пока онз не окончится самг собою. 

Въ случа$ р > п, число р не дфлитъ произведенія 1. 2. 8...м, 
и теорема очевидна; поэтому слБдуетъ предполагать при доказа- 
тельствЪ, что р < м. 

Въ ряду 1, 2, 3,...п числа, дБлящіяся на р, суть слћ- 
дующія: 

р, 2р, Зр,.. .тр, 


гд и, изображаетъ наибольшее цфлое число, не превышающее 
отношенія > то есть 


п, = Е —. 


ВелБдствіе этого замЂчанія можно написать 
а о О С БИН Р И ЧА 


гдБ а, изображаетъ цфлое число, не дБлящееся на р. 
Допустимъ, что р< т, и примнимъ Формулу (1) къ про- 
изведенію 1. 2. 3.. .%;; получаемъ | 


(Ў. 2, И Т С ВРЕ ЗС А 


гдБ а, изображаетъ число, не дфлящееся на р, а п, опредБ- 
ляется по ФормулБ 
п, = Е 7 
Если р<%,, примБняемъ Формулу (1) къ произведенію 
1. 2. 3...0,; получаемъ 


Е... 1.28. СЕНЕ. 2: 3, ВЫ 


гдБ а, изображаетъ число, не дБлящееся на р, а м, опредф- 
ляется по формул 


п, = Е. 
р 
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КЕ = 


Продолжая дЪйствовать такимъ образомъ, мы замфчаемъ, 


что числа 
РИ И Е 


идутъ убывая; съ нБкотораго м$ета они обращаются въ нуль. 
Пусть первое изъ нихъ, равное нулю, будетъ т, ; тогда оче- 


ВИДНО 
Пи = р, 
и уравненіе 


ОДО ВЕР аа 


будетъ послднимъ въ ряду уравнений (1), (2), (3),.. . (4). 
Перемножая почленно предыдущія уравненія и отбрасывая 
въ обфихъ частяхъ общіе множители, получаемъ 


— от"... Пт 
В: гие р 6108: во 
или, проще, | Ы: 

е а Жи п рен 


гд а изображаетъ число, не дфлящееся на р. 
Е Отсюда видно, что простой множитель р входитъ въ составъ 
числа 1|.2.3...п съ показателемъ 


к > УЕА 


Посл$днее выраженіе можно продолжить какъ угодно далеко, 


даже можно представить въ вид безконечнаго ряда 


пя, +. $ И. ..у 


ибо вс члены, начиная съ м, , равны нулю. 
Числа п, п,, п.,... получаются однЪ изъ другихъ по слћ- 
дующей общей Формул В 


мимлм.гсп.ога.р| 


ое НЕ 


если поэтому обозначимъ чрезъ 7, 7,, 7.,... остатки, получае- 


мые отъ дБленія чиселъ и, п, п.,.. 
такой рядъ уравненій: 


откуда выводимъ 


1—1 
ГА татр 4...3; 
саат. 12 +.. Аве. аы 


— =. 5 д 


р? 7 р 


Но такъ какъ каждый изъ остатковъ 7, 7;,7,,. . 


705 


ИН Р Е: 


ИЛИ 


А т 
рН о. ртр —1 


и слБдовательно 


1 


б наре 1. 


Это показываетъ, что 
п,= Е, 
р! 
вслЪдетв1е чего сумму 
ит... 
можно написать такъ: 


п 
Ее 90-Ед. е; 


и теорема такимъ образомъ доказана. 
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. на р, то будемъ имЪть 


. меньше р, то 


я С р. . р 3) (р— 1), 


ее. 1. ее 


СлБдствіе. Если п =а-б-н...-нс, то отношеще 


1.9.9.0 


есть число 1тълое. 


ДЪиствительно, пусть р означаетъ какое либо изъ простыхъ 
множителей, входящихъ въ составъ знаменателя. Изъ уравненія 


п=а+4+ 04... 4с, 


какъ слдствіе, вытекаетъ рядъ такихъ неравенствъ: 


р р 1 ре 

ІА 
АЕ Е-е. = ВА 
я р* 2”? 


У Е ЛВ АЕ та санге Ко Е РК 


Отсюда, складывая неравенства почленно, получаемъ 


ЕРЮ АО о ОЗА 
р р Е, р” 
(й 
АР В 


›  Послбднее неравенство показываетъ, что р входитъ въ со- 
‚ ставъ числителя съ показателемъ не ниже, чмъ въ составъ зна- 
менателя. СлБдовательно въ настоящемъ случаф условія дфли- 
мости числителя на знаменатель удовлетворены. 


_ 10. Теорема. Пусть Р(а) изображает» троизведеніе вст 
иљлыхљ чисель, не превышающихь количества 2, а п(ж) — про- 
изведеніе всњаљ простыть чисель, не превышающихь 2; вг случањ 
2 < 2 слљдуетг подразумњвать Р(2) = п (2) = 1. 

п, 2 


мимлм.гсп.ога.р| 


У. ЗЕ 


При такомљ обозначении имъеть мњсто сльдующее равен- 
ство: 


Р® == =®*(5)=(3). эх 


Л А М1 


Бг каждой строк во второй части слљдуетг остановиться 
на множитель равномь 1; число строкг опредњляется наимень- 
шимә цњлымг числом ғ, удовлетворяющимь неравенству 2 << 2". 

Для доказательства обозначимъ чрезъ р,, 2%, 03, : · . про- 
стыя числа въ натуральномъ ихъ порядкБ, такъ что р, == 2, 
р = 8, р = 5 и т. д., и напишемъ разложене произведенія 


1.2.35...» на простые множители 
ен... Шин... 
ОАВ 2. А РР Е Ж е7 299 
или, проще, такъ: 
т тп 


Е: У п ||, ЕРЕ 
гдБ знакъ произведенія простирается на значенія $ =1, 2, 3,... 
Подетавивъ здесь на место знака Е его выраженіе по Фор- 
мул (см. н 9) 
а= Д 2 Е 
1) = е(0) не 5) (5)... ., 


получаемъ 


1 Е К аиа 


Т ОСТЕК ЕС. У Д Е За я 
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сау И а. 
Это удобнће представить такъ: 


РЫ арро) [ев 288). нр 
$ і і 


И ЖАС ДЕ ОЗ а А ЗАК А УЧЕ Сок, 


Общее выраженіе множителей во второй части есть 


Ф. > 


П) БА)... 


$ 
и ясно, что оно представляетъ произведеніе всвхъ простыхъЪ 


чиселъ, удовлетворяющихъ неравенству 


‘ 
т 


или, одно и то же, 


Поэтому можно написать 


По“) == 7 (у) г 


Внося во вторую часть предыдущаго равенства на мЪсто 
каждаго множителя соотвЪтствующее ему выражеше по послБд- 


ней Формул%, получаемъ 


№ АЕ № ч ция РТ 


ЕТ 
МАЛА. ГСП. ОГО САМЕ узкие ь 


< М, с № КА М БЛ ро УС: 


Это и есть та Формула, которую намъ слБдовало вывести; 
только здБеь мы имфемъ частный случай: 2 = т есть число цВ- 
лое. Остается слБдовательно провфрить справедливость теоремы 
въ томъ предположеніи, что количество 2 содержится между 
двумя цфлыми числами % и 2 +1, 


п<2<п-+-1. 


Для этого замБчаемъ, что нфтъ такого цфлаго числа Е, ко- 
торое удовлетворяло бы неравенствамъ 


п МАС РЫ 
п АР 2 
ү вк, 
ибо въ противномъ случа мы имфли бы 
А А 
п< 8 < 2, 


что невозможно по предположенію. Слъдовательно 


т Ыс 
(у)= (уз) 
т — | — ЖК — |. 
8 8 
Внося во вторую часть предыдущаго равенства на мЪсто 


каждаго множителя его выражеше по послБдней Формул%, и 
замфчая, что первая часть равна Р(2), получаемъ 
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Что и слБдовало доказать. 


СлЪдств1е 1. Изображая чрез Т(х) сумму лоариөмовг 
встъжь цълыхь чисель, не превышающихь количества х, а чрез 
Ө(х) сумму лоариөмовг всъхь простых чисел, не превышаю- 
щих 2, имњемг 


Шт, ‚Та = 00) +0(5) 9(3)-=. 


Бә случа 2 < 2 сльдуеть полаать Т(х) = 0(®) = 0. 


Равенство это получается непосредственно изъ (1) логарие- 
мированіемъ обЪфихъ частей. Мы отмЂчаемъ его здЪфеь потому, 
что въ извЪетныхъ изысканіяхъ Форма (2) предпочитается (1). 

Обозначая чрезъ Ф(2) Функцію 


ф (2) =06(&)-=9(Уз)-- 9(У2) 29 
имђемъ 


Зу Та) = фа) а (5) (8) +. Ре 


Важность равенства (2), или все равно (3), зависитъ отъ 
того, что оно даетъ средство для опредфлешя двухъ предловъ; 
между которыми заключается значеше 0(5). Подобные пред$лы 
можно выводить съ помощью разныхъ пріемовъ, но не вс$ бу- 
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дутъ одинаково хороши; приходится предпочитать тБ, которые 
ближе подходятъ къ дЪйствительному значенію 0(5). ЗдБеь не- 
возможно вдаваться въ подробности этого рода; читателя, же- 
лающаго ближе познакомиться съ сущностью предмета, отсыла- 
емъ къ мемуару Чебышева о простыхъ числахъ, помфщенному 
въ семнадцатомъ томф журнала Ліувиля. Однако, для примЪра, 
выведемъ одну Формулу, вытекающую изъ (3) почти непосред- 


ственно; она заимствована изъ упомянутаго мемуара. 


Слфдетв1е 2. Импеть мюсто равенство 
те--т(в) т) тт 
2)— 2 
Е 


ау) 918) — 


РИСУ УУГ Г рУ Е зА АЛ И Е Е: мы ССС ТЕ Т 


10ъ во второй части вст члены составляются изг первыль щест- 
надцати, увеличивая послљдовательно знаменатели 1, 6,7,...30 
на 30, затњмг на 60 ит. д.; знаки чередуются поперемтнно. 


Изъ (3) выводимъ 


00) (е) 
(5) 906) — (55) —: 
Кука) 
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Вторая часть этого равенства есть вида 


ду) 44 (=) (6)... 


гдф 4,, А,,... изображаютъ цфлые коеффищенты. 

Для опредфлешя 4, необходимо различать четыре случая: 

1°. Если значекъ п не дфлится ни на одно изъ чиселъ 2, 
8, 5, тогда членъ $ (=) встрЪчается только одинъ разъ въ пер- 
вой строк, и потому имфемъ А, = 1. 

2°. Если и дЪлится на одно только число изъ ряда 2, 3, 5, 
тогда членъ $ (=) встрЪчается два раза: въ первой строкЪ и 
въ одной изъ трехъ послБднихъ строкъ; велБдетве этого имф- 
Виъ 4, = 0. 

3°. Если п дфлится на два числа въ ряду 2, 3, 5, а на 
третье не дБлится, тогда Ф( +) встрЂчается три раза: въ пер- 
вой строк и еще въ двухъ изъ трехъ послБднихъ; поэтому 
имфемъ А, = — 1. 

4°. Если ® дЪлится на 30, тогда ‹ (=) встр$чается пять разъ: 
по одному разу въ каждой строкЪ; слБдовательно А, = — 1. 

Такимъ образомъ легко опредЪлить значеніе 4,; при этомъ 
слБдуетъ замфтить еще, что отъ увеличенія значка я на цфлую 
_ кратность числа 30, значеніе коеффФищента А, не мфняется. На 
основаній этого закона періодичности всЪ коеФтиціенты 4,, 
начиная съ 4,, опредФляются съ помощью нижеслБдующей таб- 


лицы, содержащей значешя 4,, 4,,. . . до Аз, включительно. 
А = 1, фт, = 2. А 27 д 
А, = 0, Ар == 0, А; =, А 0,8650 
А, == 0, == 0; А Оса 0 
А — 0, а Е Аз = 0, д 0 
= = Ду. Ан, 455571 
= — 1, А-1, А, А-0, 041 
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Внося въ предыдущее равенство на мБсто коеффищентовъ 
А,, 4,,. . . соотвфтствуюция числа, получаемъ ту Формулу, ко- 
торую слБдовало доказать. 

Характерное свойство Формулы (4) состоитъ въ томъ, что 
во второй ея части знаки ~ п — взаимно чередуются. Прини- 
мая сверхъ того во вниманіе, что числовыя величины членовъ 
по свойству своему не могутъ возрастать, заключаемъ такія 
неравенства. 


р) (6) < 0а) (о) т) т) (8) 0а), 


Въ упомянутомъ выше мемуар они играютъ весьма суще- 
ственную роль. 

11. Во многихъ вопросахъ теоріи чиселъ необходимо прини- 
мать во вниманіе число чиселъ простыхъ относительно какого 
нибудь даннаго числа а и не превышающихъ а. Такое число 
принято изображать чрезъ Ф (а). 4 

Если число а небольшое, значеше Ф(а) можно опредвлить 
непосредственно, такъ, напримЪръ, находимъ Ф(1) =1, Ф(2) =1, 
Ф(9) = 6, Ф(10) = 4 ит. д. 

Значеніе Функціи Ф(4) вычисляется легко съ помощью про- 
стыхъ множителей числа с. Для этого имфемъ теорему: 


Теорема. /Густь будетг какое одно число 


Ср... 


Число чисель простых относительно а и не превышающих 
а опредњляется по формуль 


ТА А А 1 
а) =0(1 — — Ына (0—9) 
Ф( ) ( 2.) К в) Рт 
Теорема не имфетъ м$ста въ случаЪ а =1, ибо 1 не разла- 


гается на простые множители; но непосредственно видно, что 
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Если а = р есть число простое, теорема очевидна; ибо тогда 
всБ числа въ ряду 1, 2, 3,...а, за исключешемъ посл6дняго, 
суть простыя относительно а; слБдовательно въ этомъ случаЪ 
имфемъ 


Ф(а) == а — 1 =(1— 2) 


Равнымъ образомъ справедливость теоремы провфряется 
очень легко и въ томъ случаЪ, когда число а есть степень про- 


стаго числа, 
(«4 


а= р", 
Тогда числа, не превышающія а и не простыя съ а, суть 
слдующія: 
@—1 
р, 2р, Зр,...р р. 


Ихъ число есть р“ ', и если въ ряду 


вычеркнемъ всЪ тБ числа, которыя содержатся въ предшествую- 
щемъ ряду, то оставшіяся представятъ всЪ числа простыя отно- 
сительно а и не превышающія а. Число этихъ послфднихъ есть 
р“ — р” '; слБдовательно 
а а | 1 
о") ==" (1—1) 

Переходя теперь къ случаю, когда число простыхъ множи- 
телей, входящихъ въ составъ числа а, превышаетъ 1, т. е. 
т> 1, мы отм$тимъ въ ряду 


а. Ка: 


сперва ве тЪ числа, которыя не длятся на р, ихъ число изо- 
бразимъ чрезъ Ф (а; р,); затбмъ отмЪфтимъ въ (1) всЪ тБ числа, 
которыя не дБлятея ни на р,, ни на р,, ихъ число изобразимъ 
чрезъ ф (п; р,, р,); послБ этого отмфтимъ вс числа, не дфля- 
щіяся ни на одно изъ чиселъ р., р., рз, число ихъ изобразимъ 
чрезъ ф (п; р,, р., р.) и такъ далфе. 
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Постараемся прежде всего опредфлить число Фф (а; рџ). Для 
этого выпишемъ отдфльно ве числа, которыя содержатся въ (1) 
и дБлятся на р;: 


о ИТА РАНИ ТРАЕ д ЗАЗ: г. и 


3 а т Б ь 
ихъ число есть =. Іисла въ ряду (1), не заключающіяся во (2), 
1 


а 
не дфлятея на ру; ихъ число есть а— Р слБдовательно 
1 


УО ОМНИ Ф (а; р) = а (1 — 1). 


1, 


‚Ве тЪ числа въ (1), которыя не дълятся ни на одно изъ 
простыхъ чиселъ 


Р:, рь, Рз, · · .Р;; (1 < т), 


образуютъ дв группы: въ первую входятъ числа дБлящіяся на 


р; ,.; во вторую остальныя, не дБлящіяся на р, ,,. 
Числа первой грушы заключаются въ ряду 


2 8 и 
дача РЫ Вы р 
и отличаются тфмъ, что не дфлятея ни на одно изъ чиселъ р, 
7.,...р,.- Чтобы выдфлить ихъ изъ послбдняго ряда, слБдуетъ 


отмфтить въ ряду коеФФиціентовъ 


И ее: 
к. ДК РА 
тБ, которыя не длятся ни на одно изъ чиселъ р, р.,...),. 


По вышепринятому обозначенію ихъ число выражается симво- 
ломъ 


Ре р, В, - ГА 


поэтому тБмъ же символомъ выражается число чиселъ, образую- 
щихъ первую группу. Что касается чиселъ второй группы, то 
изъ самаго опредфлешя ихъ вытекаетъ, что число ихъ есть 


Ф201), 
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Число чиселъ, образующихъ 06% группы, выражается сим- 
воломъ ў 
ф (а; р,, р,. - -р,); 
слБдовательно 


ф(а; 1, р... р) = р, р... р) (а; рр. СЕ 


21-1 / 


ИЛИ 


(4) Ф(а:р,,р,...р.1) =Ф@а 1»... р) 525. р), 


ЕЕ 


Полагая здБеь $ = 1, получаемъ 
ф (а; р, р.) = 9 (а; Е р), 


а это, по ФормулБ (3), приводится къ слБдующему 


фаз р, р) = (1—2) (1—32), 


2, Рә 2} 
или, проще, 


Ш... фа, р, в = а(1— 2:)(1— 32). 


Руј \ Р» 


Дале, полагая въ (4) 1 = 2, получаемъ 


ф (а; р, р», з) = (а; р, в)— (т; Рі, ») 


отсюда, внося во вторую часть на мЂсто обоихъ членовъ ихъ 
выраженія по ФормулЂ (5), находимъ 


фаз, рз, р) = а(1— =) (1— 2.)— 2(1— 2. (1 —1), 


2}, 


или, проще, 


№. Залы =8 (1—5 (@-в) 


2} Рә 2з 


Продолжая разсуждать подобнымъ образомъ, мы убЪждаемся 
въ справедливости общей Формулы 


Фа; 2,2... р) = 41 1) (1—2) а: (1—2). 
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Если теперь замфтимъ, что числа простыя относительно а 
и не превышающія @ заключаются въ ряду 1, 2, 3,...а и не 
длятся ни на одно изъ простыхъ чиселъ р, 0,. . . В, И что 
это составляетъ признакъ характеристическій означенныхъ чи- 


селъ, то ясно, что Ф(а) = ф(а; р,, р,,. . .Р,,). СлБдовательно 


но). 


Этимъ теорема доказана. Прибавимъ только, что послёднюю 
Формулу можно написать, не вводя дробей, такъ: 


ф(а) = 1—1 1... рет— 10р, — 1) (р — 1). . „(0 —1). 


Если выполнить умноженіе во второй части, то выраженіе 
Ф(а) представится въ видЪ полинома изъ 2" членовъ; каждый 
членъ имЂетъ видъ цфлаго одночлена, 


а а. а 
0; Е о 


т, 


Половинф членовъ предшествуетъ коеФФиціентъ -+-1, поло- 
винБ — 1. Изображая для сокращенія члены съ коеффищентомъ 
—=1 чрезъ №, А,,.. .Ат—1, а члены съ коеффищентомъ — 1 

/ / / 
чрезъ Х,, Л.,...Лот—1, ИМБемъ 


(=>, А, УЯ СОЕ Е лант 


Для опредВленія өбонхъ суммъ, равно какъ и членовъ №, 
^^^». . ., служатъ Формулы 


.=04{1 4 ——— ———— 4+ , ,. 
Е И Р, Рә Р, рә Рз Ра У 
З <) 
Ух Уке) 
з <= 1 Эу рә Рз Эу Рә Рз Ра Р5 


здБеь знаки Х во второй части изображаютъ суммы изъ произве- 
деній элементовъ 


Е Е. 1 
Рр? 05? рз) `` Жж” 
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Иса о 


сочетаемыхъ по одному, по два, по три и т. д. НапримЪръ, 
полагая 

а =р?рі рз, 
находимъ 


У», = (1 У ) = р?р?р(1 в о бе =, 


РР» 2 Рз Ро Рз 
У. - гы и 
<= рі рур» 03) 11 Р Ра\р р ра ра рь в 


СлБдовательно 


Ф (рр, р.) 9 рур, р, = р, р р 4-р) р, афр 
— р, 0, 03 рт рр ФВ. 


12. Теорема. Если числа а и 0 суть относительно простыя, 
то имљетг мњсто равенство 


ф(аб) = Ф(а) (0). 


Теорема эта есть слБдствіе предыдущей, но можетъ быть 
доказана независимо; тогда, наоборотъ, предыдущая теорема 
будетъ слБдствіемъ настоящей. | 

Считаемъ полезнымъ привести здЪсь оба доказательства. 


Первое доказательство. Такъ какъ числа 


а = р,“ 03° ауз і 51%, Л —= Ч. 9. РЕЧИ д" 


п 


относительно простыя, то ни одинъ изъ простыхъ множителей 
р, 0,. . · не равенъ ни одному изъ множителей 0, 4.,.. 
поэтому въ произведеніи 


77, 


аф =.“ р. ? си ж 4,0 АЕ т д?" 


п 


множители },, }0,,. . .9, суть различные, и слБдовательно 


$(6) = (1—2). (1—2)(1—2) 5 (1—4) 
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о оре 


Переставляя множители во второй части, можно поеслЁднее 
равенство написать такъ: 


1 р 1 1 | 
(4 = а(1 5). (1—2)0(1—2) ў (1—2), 
а это очевидно приводится КЪ слБдующему 
ф (аб) = (а) Ф (0), 


и теорема такимъ образомъ доказана. 


Второе доказательство. Напишемъ три ряда чиселъ, 


О, 2585.204... 0—1; 


и взявъ какое либо изъ чиселъ перваго ряда, положимъ /, раз- 
дБлимъ его разъ на а, другой разъ на 0; остатокъ отъ перваго 
дБленія содержится во второмъ ряду, отъ втораго — въ треть- 
емъ. Обозначивъ ихъ чрезъ т и м, имфемъ 


= аћ + т, = 00 + и. 


Такимъ образомъ каждое изъ чиселъ въ первомъ ряду опре- 
дБляетъ нБкоторое, ему соотвЪтствующее сочетаніе (т, м) изъ 
одного числа втораго ряда съ однимъ числомъ третьяго ряда. 
Зависимость эта сопровождается слБдующими обстоятельствами. 

1°. Различнымг числамь 1 соотвњтствуютг различныя пары 
(т, т). | 

ДБйствительно, допустимъ противное; пусть двумъ нерав- 
нымъчисламъ фи Г отвчаетъ одна и та же пара (т, э). Тогда 
будемъ имфть уравненія 


[= ай т, [= 0 п, 


Г = а! + т, [= 0: -+ п, 
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ва >: 
ИЗЪ которыхъ ВЫВОДИМЪ 
1—1 а(0 0), 1 —0). 


Отсюда заключаемъ, что разность  — 7 дБлится на оба числа 
аи і. Но аи Б относительно простыя; поэтому # — Г дБлится 
на аб, — заключеніе невозможное; ибо 1 — не равно нулю и 
по числовой величин меньше 46. 

2°. Для всякало сочетанія (т, п), составленнало изг двух 
произвольно взятыхь чисел, одно во втором ряду, друое вг 
третьемь, найдется такое число 1 вг первоиѕ ряду, которое 
будеть состоять со (т, п) вг вышеуказанной зависимости. 

На самомъ дБлБ, опредбливъ сочетанія (т, м), отвъчающія 
веБмъ числамъ въ первомъ ряду, мы будемъ имфть аб различ- 
ныть паръ (т, т), то есть ровно столько, сколько имЂется ихъ 
всЪхъ. 

3°. Если число 1 есть простое относительно аб, то вг соот- 
вњтствующей ему парњ (т, п) число т есть простое относи- 
тельно а, а п простое относительно 0. 

Допустимъ противное; пусть а и т имфютъ общій дфлитель 
а > 1. Уравненіе 

1 = ађ + т 


·показываетъ, что тогда і дБлится на &. СлБдовательно ѓи аб 


имли бы общій дЪлитель &, что противорвчитъ предположенію. 
4°. Если вә сочетаніи (т, т) число т есть простое отно- 
сительно а, а число ъ простое относительно Ь, то соотвњт- 
ствующее число 1 будет простымг относительно аф. 
На самомъ дБлЂБ, изъ уравненій 


— ай т, = Ж-нп 


первое показываетъ, что число { есть простое относительно @, 
второе — что { простое относительно 6. Число {, будучи про- 
стымъ относительно каждаго изъ чиселъ а и 6, есть простое 
относительно произведенія а6. 
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р = 


Принимая въ соображеніе все вышедоказанное, переходимъ 
теперь къ первому ряду, и выдфлимъ изъ него ве числа про: 
стыя съ а0; пусть они будутъ . 


11,10,00, (= 0(05)); 


ихъ число равно (аб). Составляемъ для каждаго изъ нихъ со- 
отвътствующую пару 


(т, п), (ть, п), (т, п"), н: ее (т, п). 


Эти пары будутъ представлять всевозможныя сочетанія 
одного изъ чисель простыхъ относительно а и не превышаю- 
щихъ а съ однимъ изъ чисель простыхъ относительно 6 и 
не превышающихъ 6. Число такихъ сочетаній очевидно есть 
Ф(а) Ф(0); поэтому имфемъ $ = ф(а) $(6), то есть 


ф(а0) = $(а) (6. 
Что и слБдовало доказать. 


СлЪдетв1е. Если а, Б, с,...а суть числа относительно 
простыя, то 


ф(а%с...а) = Ф(а) Ф(0) (с). . .Ф(). 


Это доказывается примфнешемъ послБдней теоремы нЂ- 
сколько разъ. 
Полагая 


а а Ф, 
а = р, п. Х ву 


на основани предыдущаго заключаемъ 


Ф(а) = Ф(р,“1) Фр"). . . Ф(р"т). 


Отсюда, видимъ, что съ помощью послфдней теоремы вопросъ 
объ опред$ленш ф(а) при а сложномъ приводится къ частному 
случаю, когда а есть степень простаго числа; но тогда опредћ- 
леніе Ф(а) не представляетъ никакого затрудненія, какъ это было 
показано ран%е. 
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13. Теорема. Если всъ дљлители числа 


а= рр, .. . рт 


т 


обозначим чрезь й, @,, 4,,..., то импеть мъсто такое ра- 
венство: 
ф(а) + Ф(4;,) + ф(а,) НЕ. а. 


Эта, теорема можетъ быть очень легко провЪфрена, если 
воспользоваться извфстными выраженями количествъ ф(@), 
ф(4,),...; не менфе интересно и другое доказательство, непо- 
средственное, не требующее, чтобы намъ было извфстно выра- 
женіе Функц Ф(а). 57 

Мы изложимъ оба способа. 


Первое доказательство. Перемножая между собой алгебраи- 
чески 7% полиномовъ вида 


1 —= Ф(р;) ли Ф(р;) п, + Ф(р;“), 


гдБ значекъ $ принимаетъ послБдовательно значенія 1, 2, 3,...%, 
получаемъ въ результат сумму 


У фр) фр). . .Ф(рћ"), 
которая простирается на значенія показателей 
, 0<А,<9, (1=1, 2, 8,...). 


Такъ какъ простыя числа р;, }0,,. . .р,„ ВСВ различны, то 
послднее выраженіе можно написать такъ: 


А \ И 
Хобро. в), 


а это въ свою очередь можно написать проще такъ: 


ГА 


У (0; 


 гдф знакъ суммы простирается на веб дфлители числа а. 
п. 3 
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=: Де вы 
Итакъ, имБемъ равенство 
0: Фр) Фр) =. . 4-00) = У 900. 
і 
Съ другой стороны имфемъ 


1 Ф(0) + Ф(р) +. . .Ф(р;") 
=] + (0, —1) +р,(0; — 1) +. й ==; (0—1) 


==1-(р,— 1) (1-5 р... р") 
== р; 
слБдовательно 
[27 = У+@ 
или, проще, 


Что и сл$довало доказать. 


Второе доказательство. Если 4 есть какой нибудь изъ дЪ- 
лителей числа а, то число чиселъ, не превышающихъ а и имЪю- 
щихъ съ а, каждое порознь, общій наибольший дфлитель 4, 

а 
есть (2); ибо веБ означенныя числа получаются изъ Формулы 


42, 


приравнивая въ ней перемнное і различнымъ числамъ, про- 
стымъ относительно 2 и не превышающимъ т. 

Возьмемъ теперь во внимане вс числа отъ 1 до @ включи- 
тельно, и распред$лимъ ихъ на группы, согласившись предвари- 
тельно зачислять къ одной и той же груш т$ изъ нихъ, кото- 
рыя съ числомъ а имфютъ одинъ и тотъ же общ наиболышй 
дБлитель. Число такихъ групиъ равняется числу различныхъ 
дфлителей числа а, и каждая изъ нихъ опредБляется соотвЪт- 


ствующимъ дБлителемъ 4;; число чиселъ, принадлежащихъ къ 


а 
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= ке 


е . а 
одной и той же группЪ, есть (5). СлБдовательно число чиселъ 
во вевхъ группахъ равняется сумм 
, 


(9) (и) (д). 


и такимъ образомъ получаемъ равенство 


е2) е(2) (0). еа 


которое можно написать просто такъ: 


Ф(9) + $(4,) + Ф(0,) +. . .=а, 
ибо числа =, 7, а .. составляетъ нфкоторое перемфщене 


чиселъ 4, @,, 4,,... ПослБднее равенство есть именно то, ко- 
торое слБдовало доказать. 
14. Полагая въ равенствЪ 


Ф(1) = 1, 

(1) + $(2) = 2, 

Ф(1) = Ф(3) = 3, 

Ф(1) + (2) + ф(4) =4, 

ФИ) + Ф(5) = 5, ей 
Ф(1)  $(2) + Ф(3) + Ф(6) = 6, 


Отсюда выводимъ 


Ф(1) =1, $(2)=1, Ф(8) =2, Ф(4) = 2, 


Ф(5) = 4, $(6) = 2,... 
3* 


мимлм.гсп.ога. р! 


Ре | е 


Слфдовательно равенство (1) опредляетъ собою вполнф 
Функцію ф(а), и выраженіе послБдней можетъ быть выведено 
какъ слБдствіе изъ (1). Мы не будемъ однако останавливаться 
на этомъ, а прямо покажемъ рБшеніе боле общей задачи, 
играющей существенную роль при н5которыхъ изысканіяхъ 
въ алгебрЪ и теор!и чиселъ; вопросъ состоитъ въ томъ, чтобы 
по данной Функціи (а) цфлаго перемфннаго а найти такую Функ- 
цію (а), которая удовлетворяла бы равенству 


еа и ‚У Ф = 0), 


гд знакъ суммы относится ко всфмъ дфлителямъ @ числа а. 

Въ частномъ случа, когда [(а) = а, имфемъ ф(а) = (а). 
Прежде чфмъ приступить къ общему рЕшенію, слёдуетъ удосто- 
вђриться, что равенство (2) вполнф опредляетъ собой искомую 
Функцію ф(а). Для этого въ (2) полагаемъ послБдовательно 
а=—1,2,3,,...; получаемъ 


Ф(1) = (1), 

Ф(1)  $(2) = 02), 

Ф)  $(3) = (3), 

ф(1) ф(2) (4) = (4), 


откуда выводимъ 


Ф(1) = (1), 

(2) = (2) — (1), 
(8) = (8) — (1), 
(4) = (4) — 102), 


Эти равенства даютъ возможность опредБлить значеніе (а) 
при какомъ угодно а. Чтобы составить общее выраженіе Функ- 
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щи ф(а), подставляемъ въ обфихъ частяхъ (1), на м%сто а, 4, 


4,,... разложенія этихъ чиселъ на простые множители, обозна- 
чая эти послБдніе буквами р,, р,,. . .; затБмъ на мЪето ф(@), 
Ф(4;),. . . подставимъ соотвЪтствующія выраженія по Форму- 
ламъ 


Фа = ХА — ХА, 
Ф(@) = Хр — р... 


ВслБдствіе этого равенство (1) принимаетъ видъ 


_ АЕ №, (22 — 20] = р, ру. . „рәт; 
гд обф части, относительно буквъ р,, р,,. . .р,„, представаля- 


ютъ цфлыя Функціи. 

Но очевидно, что равенство (3) представляетъ тожество 
относительно буквъ р, р,,...р„, разсматриваемыхъ какъ не- 
зависимыя перемфнныя; поэтому на м$фето различныхъ одно- 
членовъ въ обфихъ частяхъ (3) можно подставлять какія угодно 
новыя количества, и равенство отъ этого не нарушится. Мы 
воспользуемся этимъ замфчашемъ слБдующимъ образомъ. Обо- 
значая чрезъ и любой членъ въ равенств% (3), взятый безъ пред- 
шествующаго ему знака, подставимъ [(и) на мБсто и, и примф- 
нимъ эту подстановку ко всБмъ членамъ. По совершен такого 
дБйствія получается новое равенство 


М. 1270) #0) = А0). 
Здфеь разность двухъ суммъ 
ХР) — К») 


опредБляется вполнф дфлителемъ 4; ее слБдовательно можно 
разсматривать, какъ Функцію цфлаго перем$ннаго 4, и если изо- 
бразить ее чрезъ $ (4), то посл$днее равенство принимаетъ видъ 


Х,%9 = о), 
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— З 
совпадающій съ (2). Это доказываетъ, что Функція 


фа) = >) — 20) 


есть искомая, и такимъ образомъ получается слфдующая тео- 
рема. 

Теорема. Пусть [(а) изображает» произвольную функцію 
ильлало перемтъннало а , (а) — искомую функцію, которая должна 
удовлетворять равенству 


У Ф = а), 
а 


20% знакг суммы простирается на всњ дълители числа а. 
Для опредњленія функши Ф(а) служитз формула 


фа) = У, (2) 515) 665) +: 


зд знаки суммы относятся кз различным». сочетаніямг про- 
стыль дълителей р, , р,,. . . числа а, по одному, по два, по три 
и такг далње. 


СлЪдств1е. Если Ка) изображает» произвольную функцію 
ильлало перемьннало, а Ф(а) — такую функиію, которая удовле- 
творяет равенству 


П 9 = 0), 
а 


ад знак произведенія простирается на всъ дълители числа а, 
то функція Ф(а) опредъляется посредством Ка) по сльдующей 


формуль: 
на Уя 


п, пре.) 


1дъ% знаки произведенія простираются на различныя сочетанія 
изг простыл множителей числа а по одному, по два и т. д. 

ДЪиствительно, принявъ 100 [(а) за данную Функцію, и 060- 
значивъ чрезъ 105 ф(а) искомую Функцію, которая должна удо- 
влетворять равенству 


Ф(а) = 
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Е 


У ов 900 = 10/0), 


для опредБленія 105 ф(а) имфемъ Формулу 


105 фа) = 10а) — У, 10812), о А )—. о 


2 Рә 


Если перейдемъ отъ логариемовъ къ числамъ, то справедли- 
вость слЬдствія обнаружится непосредственно. 


15. Примњрг 1. Положим, что для всякало значенія пере- 
мъннаю 2 имљетг мюсто равенство 


Та) = 0) 4 9(5) (8) (4). А 


тогда функція ф (2) можетг быть выражена чрезь Т(2) по фор- | 
мулт 
фл) = А, Т(а) + Ал() 20 Ал(2) Ед 


дь А, А,,... суть неизвъстные коеффиціенты, которые 
требуется опредљлить. 


Внося во вторую часть послЕдняго равенства, на мфсто (2), 
2 
шествующей Формулы, и затБмъ, приравнивая между собою 
. 2 
коеФфиціенты въ обфихъ частяхъ у (2), уф (5), уф (2) И Т.Д., 
получаемъ рядъ уравненій: 


1(5)),. .. соотвЂтетвующія выраженія, получаемыя изъ пред- 


— 


А 3, 
4+ А, = 0, 
А, А, =0, 


ЫРА ы ег ВСК ) 2 


которыя, за исключеніемъ перваго, получаются изъ общей Формы 


Х, 4, ==, 
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гдБ знакъ суммы простирается на вс дфлители числа т. Изо- 
бражая слБдовательно чрезъ [(*) Функцію цфлаго перемфннаго т, 
которая при п = 1 равна 1, а при ® >> 1 равна нулю, можемъ 
написать 


Х, 4. Ѓ(п), 


гдБ знакъ суммы простирается на всЪ дБлители числа т. 
· На основаніи вышедоказанной теоремы изъ посл6дняго ра- 
венства выводимъ 


да) У). 


Отсюда заключаемъ слБдующее. 
1°. Если въ составъ числа э входитъ по крайней мБр% одинъ 
простой множитель съ показателемъ выше 1, то 


А, =0. 


2°. Если въ составъ числа п входитъ |. различныхъ про- 
стыхъ множителей, каждый съ показателемъ равнымъ 1, то 


6 А == (= 1. 


Внося въ выраженіе Функціи ф (2) на мБсто коефФиціентовъ 
А,, А,,. . . ихъ значенія, получаемъ Формулу 


ра) = 704) — (5) 102) —7(2)--7(2)—1(2) 

ат) (п) (5) (а) (в) (6)... 
Примър 2. Дана функия 

фа) = 000) + 0 (Ух) М оа: 


<. 


‚отсюда выводимг 
Ө(0) = А,ф(2) + А,0(У2) аа) Е. 245 


требуется опредълить коеффишенты А,, А,, Аз,. . . 
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Разсуждая подобно предыдущему, мы находимъ для А, , А... 
совершенно тф же значенія, что и въ предшествующей ЗАН. 
СлБдовательно имфемъ 


Р ус 


Если Ф(2) изображаетъ здесь ту же Функцію, что и въ 
предыдущемъ примър%, то въ посл6днемъ равенств можно под- 
ставить на мфето членовъ во второй части соотвфтствующия · ИМЪ 
выраженія посредствомъ Функціи 7(2), и написать 


00) = Т) — 105) — 1(2)—1(3)-+-7(2 )—. С 


тои тг) 


2 3 6 
2 белы. т?) а д) +1) —т(=) +. га 
ауа: РЕ КЕИ. га аро 0 беря 
+ т(У2) ЕН НВ, К. УИ: 


Ф:фо 99:56209 ИК а. а 6.70. М ТК ССК 3 Бал ЕКА Фо у Өл а 


Въ послбднемъ равенствЪ подъ 0(2) и (2) можно, между 
прочимъ, понимать логариемъ произведенія всфхъ простыхъ чи- 
селъ, не превышающихъ 2, и логариемъ произведеня всЪхъ 
пфлыхъ чиселъ, не превышающихъ 2. 
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ГЛАВА П. 


РЪшен!е въ цфлыхъ числахъ нЪфеколькихъ неопредЪленныхъ задачъ. 


$ 1. Общее р шен!е линейнаго однороднаго уравнения. 


16. Теорема. Если а,, а,,...а, цњлыя числа, не имтюция 
общийо дљлителя, то всъ рњшенія в5 иълыхь числаав однород- 


нало уравненія 
а ах ...а1,=0 


опредъляются по формуламг: 


2, —@4, на, +... а, и, 
1, —@ 4, + ав, +... ав, 
а= аа. +... а, 
ад быт изображают цњлыя перемњнныя числа, из 
которы 
2, бозо е е бао 
3 ) Е і ) 
в 
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суть произвольныя, остальныя же выражаются такт : 


= | #.=0. 


$7 7,4? $5 


Теорема очевидна въ случаБ п==2. Чтобы доказать ея 
справедливость при всякомъ данномъ %, можно ввести предполо- 
женіе, что она уже доказана во вс$хъ случаяхъ, когда число 
неизветныхъ меньше ж. Этимъ мы воспользуемся для доказа- 
тельства, что всякое ршеше уравнен1я 


КЕ а аи 220+ 0,04. . 24а, 2, = 0 


получается изъ Формулъ, приведенныхъ въ теорем. 

Что всякая система чиселъ, опредБляемая означенными Фор- 
мулами, дЪйствительно даетъ рБшеніе уравненія (1), въ этомъ 
мы удостовБряемся непосредственно, внося въ (1) на место 
2, 2,,. . . соотвБтетвующія выраженія и принимая въ сообра- 

2:0, 


жене, что ір) == — Рр я Р 


Пусть дана будетъ какая нибудь система чиселъ 2;, Х,,...2,, 


представляющая рЪшене уравненія (1); возьмемъ во вниманіе 
одно изъ этихъ чиселъ, наприм®ръ х, , и найдемъ 0 — 1 чиселъ 


т> № ту Ст палта? “Фатх УДОВЛетворяющихъ 
уравненію 
о ЛАРИН аг а ЗШЕ Т арры а 


а, чт Я т = 0. 


Такія числа всегда существуютъ; ибо общій наибольшій 
дфлитель коеФФиціентовъ а, а,,...а а на 
основании (1), дБлитъ 2, . 

Внося въ (1) на м$ето 2, выраженіе, получаемое изъ по- 
слдняго уравненія, имфемъ 


т—1? т4-1? °* 


а, (2, — 4, Ш.т) +. 06 (а, б) 


а 2 


ЭТУ: а и у=...--а (<. — 


7-4-1 т т--1,т 


)= 0б. 


аһ т 
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Разсматривая это уравнеше, какъ однородное съ и — 1 не- 
известными, на основанш сдБланнаго выше предположеня, можно 
написать: 


А Я т— тт 
1 — би ид... аР А гад ВАРТЕ. ан 
ар 
ву ап 
в бт И т т ас т —11 =—-— ЛГ ИТМ: = = @т И пп 
ИРД." а 
РЕА мч а И тт == ат Ил а а а аа сә о —- т +1 , 
т аи = “и + = "и 
п т пут Чт п Б ЮР УС ОХ м АМ в м, аһ туп? 
гдБ 4„ есть общий наибольшій дБлитель чиселъ 0;, 0,,. . .9,_; 
Чина». 5 ыў Числа у р, 0з, · · · связаны условіями и, ; == 0; 
Р (А, 


Посл®днія уравненія, взятыя вмфетф съ однимъ изъ пред- 
шествующихъ и будучи приведены въ надлежащій порядокъ, 
даютъ намъ слБдующую систему: 
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РЕШЕ ес 


при чемъ опять замфчаемъ, что коеФфиціенты во вторыхъ ча- 
стяхъ у буквъ а,, а,,. . .а,, расположенные по діагонали, равны 
нулю, а каждые два, симметрически расположенные бтноси- 
тельно діагонали, равны по числовой величинЂ, но знаки ихъ 
противоположны. 


Числа @,, 4.,...4, не имфютъ общаго дфлителя; поэтому 
мы можемъ найти числа №, /,,. . .№,, удовлетворяющая урав- 
ненію | 
СЛН №, №, 4,4... а = 1. 


Найдя ихъ, мы умножаемъ обЪ части каждаго изъ уравненій 
(2) на А, и затБмъ выписываемъ отдфльно всф частныя си- 
стемы (2), соотвБтствующія значеніямъ 20 = 1, 2,. ..м. Скла- 
дывая почленно сперва первыя уравненія въ этихъ системахъ, 
затфмъ вторыя и т. д., п принимая во вниманіе каждый разъ 
равенство (3), получаемъ новую систему слБдующаго вида: 


т = аа, +... ай, 
1, =а в.а, 4 і 7 ТА 
та {14 01,54... ав, 
РИТ бп СУТЬ цфлыя числа, удовлетворяющія условіямъ 
в, 77 іэ б = 0. 


Что и слБдовало доказать. 
17. Для приложеня только что доказанной теоремы пока- 
жемъ рБшеніе слБдующей задачи. 
Задача. Найти шесть чисель 2. , 2,, %., 0, У, Уз, которыя 
удовлетворяли бы тремь таким условіям: 
25 у 2 2] у 1 21 у 1 


— @,, = @., — @:, 
23 Уз 7. 93 25 5 
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1дъ а,, а,, а, изображают данныя числа, не имљющія общело 
дълителя. 
Изъ очевидныхъ равенствъ 


2 1 У Л У 
т, 2. У, | = 0, у» 2 0, | =0 
2з 25 Уз Уз 25 Уз 


ВЫВОДИМЪ 
ах — ана, =0, 
а 9 — 9 05 + а: уз =0. 


СлБдовательно можно написать 


2 —=@ 9034 050 з, 
1, у — аа, 


2; = а, 5, — @ 6 -+ @3 03) 


здБСЬ ва, Ё, з, ёз Изображаютъ новыя неизвфстныя цфлыя числа, 
введенныя на мБсто 2,, 2, 2з; кром того имЪемъ #, ;, = — 1; 
і == 0). 


Съ помощью послвднихъ уравненій находимъ 


2 0; 

== 0, (== Уз И + 0, бв 7 в), 
2, 175 
21 У, 

= а, (— 03 ба + 05 Ё Таа? 3), 
7; Уз 
2. 15 

= а, (— Оз о У 13 — 91 в, 3). 
2з Уз 
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Взявъ для у,, У., У. какое угодно частное рЪшеніе втораго 
уравнения (1) и положивъ, что у,, 7,, У. не имБютъ общаго дБ- 
лителя, мы дадимъ для неизвЪстныхъ і, з, ѓ, з, з Значенія, удо- 
влетворяющія условію 


— 03 54 У Аз 9, бз $ 1; 


тогда предыдущія уравненія примутъ слБдующий видъ: 


~ 


1 9, 21 У 2, 05 
== а,, == а, == а. 


& у, т. 15 23 Уз 73 Уз 

ма 

Это показываетъ, что числа 2,, 2,, 2, 01, У», Уз, получен- 

ныя по указанному способу, составляютъ рБшеніе предложенной 
задачи. 


Этотъ методъ можно обобщить, но мы не будемъ надъ нимъ 
останавливаться. Покажемъ лучше пріемъ для рБшенія другой 
задачи въ подобномъ род%. 


$ П. Составленіе опред®лителя, значеніе котораго равно 1, 
при данныхъ элементахъ первой строки. 


18. Совокупность ж данныхъ чиселъ согласимся называть 
А : 4 жд 
сочетаніемъ и изображать для сокращенія одной буквой 
"И—1 


Е Ие). 


На знаки чисель и на порядокъ, въ которомъ они разм%- 
щены, никакого вниманія обращать не будемъ; такъ что можно 
написать 


(а, а,, а., аз) = (а,, — а,, — 0, а;) = (а, —@, а, — 0,). 


МУМУ. гс .ога.р| 


>; ыы 


Два сочетанія 
5 = (4, @,...9,4), 


, , 
Та (6501, 208020), 


состоящія изъ одинаковаго числа элементовъ, въ которыхъ по 
крайней мБрБ одинъ элементъ, напримфръ а, общий, а осталь- 
ные, соотвфтственные одинъ другому, отличаются кратностью а, 
называть будемъ смежными. НапримЪръ, два сочетая (3, 5, —7) 
и (3, 1, 2) смежны, ибо 5 =2 +3 и7=1-+2. 3. 

Въ двухъ смежныхъ сочетаніяхъ обще наиболыше дБли- 
тели составляющихъ элементовъ равны между собою. 

Каковы бы ни были два смежныхъ сочетанія 


а, И а, 
не. р, алу" 


всякій опредФлитель 


Е о ко ЖАЯ 

у ьалаа: | 
О а-я СИТ 

(6—1) р (0—1) 7 (7—1) (п—1) 

р р, 0, . +. р 


въ которомъ элементы первой строки совпадаютъ съ элементами 
сочетанія Т, можетъ быть преобразованъ такъ, что элементы 
первой строки будутъ совпадать съ элементами сочетанія 5. 
Предложене это вытекаетъ изъ основныхъ свойствъ опредЪли- 
теля, по которымъ элементы первой строки можно привести въ 
какой угодно порядокъ, можно произвольно м$нять знаки у 
этихъ же элементовъ и, наконецъ, къ любому изъ элементовъ 
00, 6,, 6.,...6, ‚ можно прибавить или вычесть произвольную 
кратность какого нибудь изъ остальныхъ; при этомъ приходится 
каждый разъ производить надлежащія измфневя надъ прочими 


элементами опредБлителя. 
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19. Принимая во вниманіе все вышесказанное легко пока- 
зать, какъ найти рБшеніе въ цфлыхъ числахъ уравненія 


аа @,...а 


въ которомъ а, 0;,...а,_, суть данныя числа, не имфюцщия 
общаго дЪлителя. 
Для этого мы принимаемъ во вниманіе сочетаніе 


6 = (2, @,,...а,_)), 


и отм$чая въ немъ самый малый по числовой величин$ элементъ 
а;, не равный нулю, замБняемъ већ остальные элементы ихъ 
остатками отъ дфлешя на @;; такимъ образомъ получаемъ новое 


сочетаніе 
Б. А: К АЩ 


смежное съ предыдущимъ, съ элементами меньшими по число- 
вой величин: наибольшій элементъ въ ©, равенъ наименьшему 
въ ©. Теперь повторяемъ подобную операцію съ элементами со- 
четанія &;, то есть, отмфтивъ наименьшій элементъ 0,, замф- 
няемъ всф остальные элементы въ 8; ихъ остатками отъ дБ- 
ленія на 6,; получаемъ новое сочетаніе 


Ве, уе, 


смежное съ ,, но съ элементами меньшими чБмъ въ ©,. Подоб- 
нымъ образомъ продолжаемъ дБйствовать до тБхъ поръ, пока 


не дойдемъ до сочетанія 5,, веБ элементы котораго будутъ рав- 
п, 4 
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ными нулю, за исключешемъ одного, равнаго 1; общий наиболь- 
шій дфлитель элементовъ каждаго изъ сочетаній 5,, 5,,... бу- 
детъ равняться 1. 

Какъ только составленъ нами рядъ сочетаній 


переходимъ къ составлению опредБлителя вида 


п Ол 9 
РР №. · Р 


съ цфлыми элементами, значеніе котораго равнялось бы 1. До- 
стигнуть этого очень легко разными способами: можно, напри- 
мБръ, приравнять 1 всЪ элементы на діагонали и нулю веф эле- 
менты надъ діагональю, оставивъ произвольными тв элементы, 
которые расположены подъ діагональю. 

Такъ какъ элементы первой строки въ А, представляютъ 
сочетаніе 6,, то опредБлитель этотъ можно преобразовать въ 
другой, въ которомъ элементы первой строки представятъ соче- 
таніе 5, _,. Обозначивъ этотъ новый оцредлитель чрезъ А, _,, 
мы замфчаемъ, что въ свою очередь его легко преобразовать 
въ другой А, „, первая строка котораго представитъ сочетаніе 
5,„_,. Продолжая такимъ образомъ преобразовывать вновь полу- 
чаемые опредфлители, мы дойдемъ наконецъ до опредФлителя А, 
въ которомъ элементы первой строки будутъ представлять соче- 
таніе 9, и будемъ имЪть равенства 
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ЕЕЕ рч 
а такъ какъ по предположенію А, == 1, то слБдовательно 
№ Е. 


Это показываетъ, что элементы опред$лителя А, содержащіе 
—1 
за) ) пронзвольныхъ пБлыхъ перемБнныхъ, даютъ безчислен- 


ное множество рБшеній предложенной задачи. 
20. Примърз. Требуется составить опредБлитель четвертаго 
порядка, въ которомъ первая строка’ состояла бы изъ элемен- 


товъ 3, 5, 8, 7, и значеше котораго равнялось бы 1. 
Составляемъ рядъ сочетаний 


9 = (3, 5, 8, $), 5; = (3, и №, 65, = (0, 0, 9% 


а съ ихъ помощью получается соотвБтствующій рядъ опред$ли- 
телей 


1 000 | Ар 3 


100 х 1—2 22 82 
8, = ~ Др 
у ^1 0 у 1—9 12у 83у 
2 2, 6, 1 2 2—8 2-22 1-32 
Т 8 5 8 
я 7х 1-н 82 55 82 
29 Ту 0, 80 1-59 32 


272 З 82-2, 1 524-2, 1-32 


Вс$ они равны 1; поэтому посл дн удовлетворяетъ веБмъ 
требованіямъ задачи. 


4% 
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$ Ш. Составленіе опредлителя при другихъ условіяхъ. 


22. Возьмемъ теперь во вниманіе двойное сочетаніе, состоя- 
щее изъ 27 чиселъ, выписанныхъ въ извфстномъ порядкв въ 
двухъ строкахъ, по % чиселъ въ каждой, 


== а, @,а.,.. ыы 
0, 2. бое 

Два сочетаня подобнаго рода, которыя отличаются только 
порядкомъ столбцовъ, согласимся разсматривать какъ тоже- 
ственныя; также одновременное измфнеше знаковъ у обоихъ эле- 


ментовъ какого либо столбца не будемъ считать за нарушеніе 
сочетая. На этомъ основаніи можно написать 


АИ я 
0, В, [2 Ь., а р, | 

Въ данномъ двойномъ сочетаній отмБтимъ какой нибудь 
столбецъ, и зат$мъ къ элементамъ каждаго изъ остальныхъ 
столбцовъ прибавимъ или вычтемъ соотвфтетвенно элементы 
отмфченнаго нами столбца, умноженные на какое угодно цфлое 
число. Полученное такимъ образомъ новое двойное сочетаніе 


будемъ называть смежнымъ съ предыдущимъ. Такъ, напри- 
мръ, два сочетанія 


( а, в, 0, ) (оаа) 
? 
р, 6-5. 2-0, 0,, 0,410, 
суть смежныя. 
Легко показать, что если два сочетанія 


/ ГА / ГА 
( а, а, 0,,.. р 8 бе а Р 20 
, / ГА , 
т И 77 ре © ДИО ЕМ 
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суть смежныя, то общій наиболышй дЪфлитель чисель 


аб, — 0,0, 00, —а.6,...а, 10, —а,6,_, 


равенъ общему наибольшему дфлителю чиселъ 


ЕДА А 12 1! (ДЕ ЯД / / ГА / 
20, —0,0, а0,—0,},...а В, 9,0. 
Дйствуя подобно тому, какъ было показано въ предше- 
ствующемъ номерЪ, можно для всякаго двойнаго сочетанія 85 


составить рядъ сочетаний 


м ОВ 


г? 


въ которомъ каждое слБдующее будетъ смежнымъ съ предше- 
ствующимъ, а посл$днее будетъ вида 


5 #, 9 Юу е 
мы 

при чемъ произведеніе с будетъ равняться общему наиболь- 
шему дфлителю опредБлителей а0, — 0,0, аб, — а,ф,..., со- 
ставленныхъ изъ элементовъ сочетанія 8. 

Съ другой стороны ясно, что всякій опредфлитель 7-го по- 
рядка съ цфлыми элементами, въ которомъ дв первыя строки 
представляютъ собой двойное сочетаніе 5,, можно преобразовать 
въ другой, въ которомъ двЪ$ первыя строки представятъ соче- 
таніе 9, _,, смежное съ предыдущимъ. Это даетъ возможность 


составлять рБшенія въ цфлыхъ числахъ такого неопредБленнаго 
уравненія: 


а-а, в: 
Е СЕТ 0 

А Ее 9 
м У 
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гдБ А есть общій наибольшій дБлитель чиселъ аф, — а,б, 
а, —а,ф,... 

Въ самомъ дБлБ, обозначивъ чрезъ 5 двойное сочетаніе, 
представляемое двумя первыми строками посл5дняго опредвли- 
теля, и выписавъ рядъ смежныхъ сочетаній 


гдБ 


составимъ опредлитель А, съ цфлыми элементами, котораго зна- 
ченіе равнялось бы №, а первыя двЪ строки представляли соче- 
таніе 5,; такому требованію удовлетворяетъ опредлитель 


с.о ОЕ 
044 0,, .0 


въ которомъ р, },,. . .,_, изображаютъ произвольныя цфлыя 
числа. 


Опред$литель А, преобразовываемъ въ А, ,, этотъ послЪд- 
ній въ А, ,, этотъ въ свою очередь въ А, , и такъ далБе, — 
такимъ именно образомъ, чтобы первыя двЪ строки въ каждомъ 
опредБлителБ А, представляли собой сочетаніе 5,. Поступая 
такъ, дойдемъ въ концф до опредФлителя А, выраженіе кото- 
раго дастъ намъ безконечное множество частныхъ рБшеній за- 


даннаго уравненія. 
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= БЕ 


22. Примњрг. Найти опредълитель четвертало порядка, 
значеніе котораю равнялось бы 1, и чтоб первыя дењ строки 
были сльдуюция: 


0178 г: 
3 4-1 0. 
Составляемъ рядъ сочетаній 
К: БЕ Ө СН Ыт 
9 = А 8$ —— 
2 4 —1 0 . (9 тар 
С З $13090 
= 9. == А 
5 | И: " 2 1 0 я 


Соотвфтственно этому имфемъ 


1000 100 0 
1100 11:58. та 
А, = , А, = 
д 1.0 дж 1—82, — 102, 
ууу, 1 У У, 9—8, 1—10, 
6. 1 1 
1 3 27 429 
== | 
2 2204-2, 11—85 2 — 102, 
у 204-10 0 — 804-0 14 у —100, 
3 2 5 7 
4 3 -=1 0 
А = 


804-0 2-х 14 50 — 60, 7—7 
Зуи, 20 4-0, 30 — бу, у, 14 70 — 0 


ПоелБдній опредфлитель удовлетворяетъ требуемымъ усло- 
віямъ при всякихъ цфлыхъ значеніяхъ для 2, 9, 23, У, 95. 
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$ ІҮ. Новое рБшеніе предыдущей задачи въ частномъ слу- 
ча%®, когда опредфлитель четвертаго порядка. 


28. Задача, занимающая насъ въ предшествующемъ номер%, 
имфетъ особенное примфнеше въ теорій квадратичныхъ Формъ; 
преимущественно частный случай, когда опредфлитель есть 
четвертаго порядка. Только что изложенный способъ нахожденія 
рБшеній хотя и хорошъ въ практическомъ отношенш, когда 
данные элементы выражены числами, но представляется неудоб- 
нымъ, если желаемъ дЂлать теоретическія заключенія на счетъ 
искомыхъ чиселъ. Поэтому-то мы изложимъ здБсь иной способъ 
ръшенія, основанный на другихъ началахъ. Но прежде всего 
займемся рБшеніемъ слБдующей вспомогательной: задачи. 


Даны шесть МЪЛЫЯЗ ЧиСелВ бот, бо, 003, 013 0135 зд 00- 
влетворяющихь условію 


01 5з — @ 3 3 4 403 а, =0, 
требуется найти восемь цълыхь чисель 


р, р, Р», Рз, 
Ч, 9, 43, 9з 


которыя удовлетворяли бы слљдующимг шести уравненіямг: 


р 9 ра р 9 

= “т, Ы = Ч, = 0з; 
Р 4, Р 9 Рз 93 
Р. 9. ? Ф Р» 9 

— @3; == 03, — 4,3. 
2 Ф Рз 9 Рз 9з 


Очевидно, можно ограничиться предположеніемъ, что числа 
оду в... · 6% з Не имфютъ общаго дБлителя. 
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Чтобы придать Формуламъ боле симметричный видъ, вве- 
демъ новыя обозначенія 


@1 0 — — бл, 0 0035: 5, 


такъ что, вообще, имфемъ 


а, ; — — Ч, 5, а,б = 0. 


Изъ условныхъ уравненій, которымъ должны удовлетворять 
числа р, 9, р.,4,,... вытекаетъ непосредственно слБдующая 
группа уравненій: 


020 4 400, ар бу; 


ара, 0 +46: 0, 


о 


ар 0 ар, + ар, =0, 
0 ар, ара, 5р =0, 


и точно такимъ же уравнешямъ должны удовлетворять 4, 4, 
з, 43. 

Не веБ уравненія (1) независимы другъ отъ друга: легко 
замфтить, что два какія нибудь выводятся изъ двухъ осталь- 
ныхъ простымъ исключеніемъ одного неизвфстнаго; при этомъ 
слБдуетъ имфть въ виду предположенную зависимость между 
ао в »,...@,„. Поэтому уравнешя (1) имфють безчисленное 
множество рБшеній въ цфлыхъ числахъ, и не трудно доказать, 
что всЪ они получаются изъ Формулъ 


р = @ ой + 41 а в аз і, аз А0 


= а оѓ + 41 і 4 а, б а з їз, 


с Р" 


р. == 20? + 41 і + 2з і @ з іа, 
0 2,14 аа + а, і, 4 аз віз, 


гдБ Ё, В, &, 1, суть произвольныя цфлыя числа. 
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Въ самомъ дфлЪ, внося въ (1) на м5ето р, р,, 2%, р. соот- 
вЪтствуюция выраженія по Формуламъ (2), мы замфчаемъ, что 
въ результат получаются тожества; остается слБдовательно 
удостовБриться, что всякое рБшеніе уравнений (1) можетъ быть 
получено изъ (2) при н5которыхъ частныхъ значеніяхъ для 
і, і, 2, із. 

Изображая чрезъ 4, общій наиболышй дБлитель трехъ чи- 
сель 4,1, 9,3; а,» и принимая во вниманіе первое уравненіе (1), 


имфемъ 
ар = 0009 4 001 01  @ 3, 


(8) на ае | а. р, — @1 о и 81 и 01» и. , 


4: р, = 4004,10, 40,0, 


гдЪ 0, и,, и, изображаютъ цфлыя числа. 
Внося во второе уравненіе (1) на мсто р и р, соотвфтетвую- 
щія выраженія по послфднимъ Формуламъ, получаемъ 


00300 1 00101301 4 4010,50, 3 а, 0.03== 0; 
отсюда, сокращая на а, ,, выводимъ 
АЫ 3р = 4,0 4 аи, 4 ао. 


СлБдовательно число р, выражается точно такимъ же обра- 
зомъ какъ и р, р,, р,. Уравненіе (4) слБдуетъ считать дополне- 
ніемъ къ (8). При вывод послфдняго уравненія мы предпола- 
гали, что а, т не равно нулю. Въ противномъ случа слБдовало 
бы выводить (4) не съ помощью втораго уравненія (1), а треть- 
яго или четвертаго. 

Если вс три числа а, аз» а,» равны нулю, дфлитель 4х 
становится неопред$леннымъ, и вся группа (3), (4) должна быть 
оставлена безъ внимая. 

Подобно тому, какъ выведены были уравнения (3), (4), можно 
еще вывести нижеслБдующія три группы, дающія новыя выра- 
женія для тБхъ же чиселъ р, р, 0, 03. 
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ВУ в 


0р — а, и + Ч и ао в и, 
а= аи а, Ш. 4 01303, 
4, р, = 4,30 4010; 44,303, 
4; = а, и + аз и аз з и’; 
ар = 9%, и аә и аз из, 
4, 2: = а, и + а, > из" а, з из, 
ар а и — Ч, о из’ 23 иг", 
0р3 а и 23 и аз з из; 
| ар = 41%" 4 Чаи" азиз, 


ГА 


А и! и! 
ар, = аа 4,5. 4 @ 3%: , 
А я и и т 
Фр = 410 4 0,,0 44,503, 

и) ГА //! 

Фр == аи ам 4 0303 ; 


гдф 4, изображаетъ общий наибольший дфлитель чиселъ а, аз, 
аз; 4, — чисель а), 003, 0535 @— чисеть а, 3, а, з, 535 буквы 
и, и,...и.” изображаютъ цфлыя числа. 

Такъ какъ общий наибольший дфлитель чиселъ 1, 9,3, . . . 933 
равенъ 1, то и общ наибольший дфлитель чиселъ 4, @;, 4а,, Я; 
также равенъ 1; поэтому можно найти четыре цБлыхъ числа, 


№, №, ^,, №, удовлетворяющихъ уравнению 
а + а, \, + а,^, — фл, = 1. 


Умножая обЪф части каждаго изъ уравненій (3) и (4) на №, 
каждаго изъ уравнений (5) на \, и т. д., затБмъ складывая по- 
членно первыя, вторыя, третя и четвертыя уравненія въ четы- 
рехъ означенныхъ группахъ, и полагая еще для сокращеня 

=, и Ни и’ - 0, 
, 7/! 

= № Аи, 0 №, 
и ”, 

== №0, 0 + №, , 


ГА и 127 
= 0 + А\,0,-- л №, , 
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получаемъ группу (2), которая, слБдовательно, выражаетъ всЪ 
р$5шешя въ цБлыхъ числахъ уравнений (1). 

Остается теперь показать, какія частныя значенія слБдуетъ 
давать въ (2) для Ё, &, &, 2,, чтобы соотвтствующія имъ зна- 
ченія р, };, 0, 28 Иа, 4,, 9, 9 удовлетворяли заданнымъ урав- 
неніямъ. 

Подставивъ въ (2) на мсто $, &, &, & какія угодно частныя 
цфлыя значенія, вычислимъ соотвфтствующия имъ значенія р’, 
2, р, рз и называя чрезъ 7 общій наиболышй дфлитель этихъ 
послБДНИХЪ, положимъ 


2'з 


и’ а А л: 
С == 9,, т == 


Числа 4, 9, 9,, 4. очевидно удовлетворяютъ (1); принимая 
это въ соображеніе, изъ (2) выводимъ рядъ Формулъ, которыя 
можно написать такъ: 


0,9—0,9, == 4; @— 4, + 9,4 + 90), 
$=0, 1,2, М 
ј= 0,1, 2,8 /' 
Отсюда селБдуетъ, что для значеній #, &, 6, ?,, удовлетво- 
ряющихъ уравненію 
0+ 41+ 4.6 + 0 = 1, 
будемъ имЪть 
Р97— Ру, 8,3 

при всякихъ $ и 3. Такимъ образомъ задача наша рЪшена. 


24. Переходимъ теперь къ ршенію главнаго нашего во- 
проса, именно, какъ найти цфлыя числа и, %,,. . . 0, удовлетво- 
ряющія уравненію 
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ес Ми 
гдБ № есть общій наибольшій дфлитель шести чиселъ, именно: 
а, — 00 = Һа, а, — 00 =з, 0, — 9,0 = о, 


0—00, == Һау, а, 0—00, = һау, а, 0—40, = һа. 


Для этого мы ищемъ прежде всего чиселъ р, р, р, 03, 
4, 9, 92, 9, которыя удовлетворяли бы такимъ условіямъ: 


| 24—019 =, 24: — 09 — 4%», 
(2)....) р —1:9 =аз, 9—4, 

| Р, 93— Раф == — 0з, Р.4:— 039 == 0, 3; 
это возможно, ибо между числами а,,,. . .а, имфетъ мето 


Зависимость 
01 3 —@ аз 4 05 003 = 0. 


Съ другой стороны, уравненіе (1) можно написать такъ: 


аа | |щ и, аа, | | щи а 0 | | щи. 
— БЕ 
00| |0, 0 К т в | |0, 0, 
а, | | ии, аа | | ии, а 0. | | ич, 
ЕЕ — —- ==; 
В: | ее, р, 6, 0 0, о. 81-е 


а это, на основаніи принятыхъ выше обозначеній, приводится 
къ слБдующему: 


Р, Рз и, Из Р, Р и И; Р, Р» и и, 
З: Е 
95 9з 9. 0 Ч: 9з 0 0 @ 95 0 0 
и рр. | | чи, рт. | | ч“, 
4- + ЕЕ = 
0 0 Ч % 00, аа. 0.0 


Ч 9 
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ФАГ. Он 
что, въ свою очередь, можетъ быть написано такъ: 
(8) ри + р р. 4 ри, 00 4 0, и 4 0,0, + 9; И, 1 


рр: 0 + р, 0 + р 0, 90-4 0 0 — 05 0 + 093 0 


Чтобы найти цфлыя числа и, %,,...0,, удовлетворяющія 
послЁднему уравненію, принимаемъ во вниманіе Формулы, опре- 
дБляющія числа р, 2, 2з, 0з, именно: 


р = 0 +410 — 430 + азі, 
= — 016+ 0 + 4,50 — 43, 
== 41—43 + 0 +036, 
а= — 4531 4 0з, — 0304 0, 
гдБ Е, В, &, & суть числа цфлыя, удовлетворяющія условію 
00 Е 4 90 + 3 =1, 


и разсматривая эти числа, какъ извфстныя, дадимъ для четы- 
рехъ неизвфетныхъ 0, 0,, 0,, ®, такія значенія: 


Сее" а Е 
тогда будемъ имЪть два уравненія 
00 0, 049,0, 4 06 06 = 1 
00 4 р, 0 р, 0, 4 р, 0, = 0, 


вслБдствіе чего уравненіе (8), служащее для опредБленія осталь- 
ныхъ четырехъ неизвфстныхъ и, и, и., и,, принимаетъ видъ 


рир и + р, и, = ри 004 0, 0, 4 0,0 4 9: Из 


0 1 


= 1, 


ИЛИ 


(6) ........риж-р, ш а-р,и, 4-р = 1. 
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Такъ какъ числа 0,1, 003,. · :а, з не имбютъ общаго дБли- 
теля, то и числа р, р., р., р; также не имБютъ общаго дфли- 
теля; это прямо видно изъ (2). Поэтому уравнеше (6) имфетъ 
безчисленоое множество рБшеній въ цфлыхъ числахъ, и каждое 
изъ нихъ вмфстБ съ вышеопред$ленными числами 0, 0,, 0, 0% 
даетъ рБшеніе уравненія (1). 

Между рБшеніями уравненія (6) заслуживаютъ особаго вни- 
манія тБ, которыя удовлетворяютъ еще условію 


(7) Е ут ии 4 9,0, 4 0305 = 0; 


тогда (6) и (7) представятъ симметрическое соотвЪтствіе съ (5). 
Что касается нахождешя цфлыхъ рЪшеній уравнений (6) и (7), 
то вотъ къ чему оно приводится. 
Изъ (7) выводимъ 


и = 0 +9, + 9,2, 4 923, 
(8)... ш — 00, 4- 0 44,45, 
и, — — 00 — 9,2,4- 0 9,23, 
и; —= — 00—905 — 996 4 0, 


гдБ 2,,...2, изображаютъ новыя непзвБстныя. Внося въ (6) 
_ на мЪсто 0, №, и., и, послБднія выраженія, получаемъ 


(9) 2,2, — 4,2, 4,2,4, ,0,— 4,32; 4- а, 3, == 1. 


Каждое рБшеніе въ цфлыхъ числахъ этого уравненія опре- 
дфляетъ по (8) требуемую систему чисель 0, и, 1, И. 
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ГЛАВА Ш. 


Понятіе о сравненіяхъ. — Теоремы Фермата, Эйлера и Вильсона. — 
Сравненія первой степени. 


$ 1, 0 сравненіяхъ вообще. 


25. Если разность двухъ чиселъ а и 6 длится на в, то гово- 
рятъ, что числа а и $ сравнимы по модулю Е, и это свойство 


изображаютъ такъ: 
а= (той. Ж). 


Сравниваемыя числа а и 6 могутъ быть съ какими угодно 
знаками, но модуль предполагается положительнымъ и >> 1. 
Число © называется вычетомъ числа а, или, наоборотъ, @ есть 
вычетъ числа 6. 

Изъ опредфленя сравненія непосредственно вытекаютъ нф- 
которыя его свойства, напоминающая основныя свойства урав- 
нений, а именно: 


1°. Всякое число а сравнимо сг самимь собою, то есть а == а 
(тоа. А). 

2°. Два числа, сравнимыя сз третьимь то какому либо мо- 
дулю, сравнимы между собою то тому же модулю. Изъ двухъ 


сравненій 
а= с (той. ), Ё ==с (той. Л) 


вытекаетъ третье 
а = (той. й). 
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3°. Прибавляя кз обњимг частямь сравненія по одному и 
_ тому же числу, сравненіе не нарушаемо. 
Изъ сравненія 
а == 0 (той. А) 
ВЫВОДИМЪ 
а с== 0 + с (той. А) 
ИЛИ 


а — с== 0 — с (шой. №). 


4°. Во всяком» сравненіи, совершенно такг, какз и во вся- 
комз уравненіи, члены мочутз быть переносимы из одной части 
в друию. НапримЪръ, изъ сравненія 


ав ==с-на (той. А) 
ВЫВОДИМЪ 


а—с=а— 0 (той. А). 


5°. Два или нъсколько сравненій сз одним и ттњмѕ же мо- 
дулемь моиуть быть почленно складываемы или вычитаемы. 
Такъ, изъ двухъ сравненій 


а==0 (той. 0), а= 0 (той. #) 
ВЫВОДИМЪ | 
аа = + | (той. №, 


гдф можно брать или верхніе знаки, или нижніе. 


6. Сравненіе не нарушается, если обњ ею части умножить 
на одно и то же цълое число. Изъ сравненія 


а ==} (той. А) 
вытекаетъ 


ас == 0с (той. А). 
7°. Два или нъсколько сравненёй сз однимз и ттъмг же мо- 


дулем5 момутг быть почленно перемножаемы. 
1 5 
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=. ба 


Предложеніе это, хотя и не столь очевидно, какъ предше- 
ствующія, провфряется непосредственно. На самомъ дл, два 


сравненія 
а==6 (той. 8), а =0 (той. А) 


показываютъ, что числа 


а— 0 а! — 5! р 
Т ==, Т = 


суть цфлыя. Изъ выражен этихъ чисель получаемъ уравненія 
а=, а= +, 

которыя перемножая почленно, находимъ 
аа = № ~ в (Ы а 54 ВР). 


Результатъ этотъ показываетъ, что разность аа — 50 дБ- 


лится на /, то есть 
аа = (той. №). 


8°. Сравненіе не нарушается, если обњ епо части возвысимг 
вг одну и ту же степень. 

Само собою разум%етея, что тутъ идетъ рБчь о цфлой поло- 
жительной степени. Предложеніе это есть слБдетвіе предыду- 
щаго. 

9°. Если (х) изображаетг ињлую функцію сз цњлыми коеф- 
фиментами, и если два числа а и 6 сравнимы между собою по 
модулю в, то значенія [(а) и [Ъ) также сравнимы между собою 
по тому же модулю Ё. 


ДЪйствительно, изъ сравненія 
а= (той. №), 


какъ слдствіе, вытекаетъ рядъ такихъ сравненій: 
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д. Фи 


Аа” == Аб” (той. №), 
Аа == А5" (шой. №), 
Аа” * == А" * (той. №), 


ИНКОРИ ое 


А @==А‚_.6 (той. №), 
А, == А, (той. й), 


гдБ т есть произвольное цБлое положительное число; А, А,, А.,... 
произвольныя цфлыя числа; впрочемъ, посл$днее сравнеше оче- 
видно само по себ. Складывая веБ эти сравненія и полагая для 


сокращенія 
А Да... А, = (0), 


Ка) == (6) (тоа. №). 


10°. Если двњ цљлыя функиіи сз цњлыми коеффиціентами 
(2) и [(<) таковы, что коеффиціенты у подобныхь членовг въ 
их выраженяль сравнимы между собою по модулю Е, ш если 
числа а и $ также сравнимы между собою по модулю Е, то 
‚ тогда значенія Ка) и Р. (6) сравнимы между собою по тому же 
модулю К. 

ДБйствительно, изъ сравненія 


а= (той. /) 


получаемъ 


какъ слБдствіе, вытекаютъ слБдуюцйя: 


а" == 0" (той. №), 


а" == 0*% * (шой. №), 


РОК В 56 аме" ето есета өту 


а = (тоа. Р), 
= 1 (той. А). 
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к Вы 
Перемножая эти сравненія соотвфтственно на сравненія 


А == В (той. /), 
А, == В, (той. №), 


аә фео ео зо © и әу ге 


А, ==В,_, (той. Й), 


п—1 
А, == Б, (той. №), 
получаемъ 
Да" == Вь" (той. К), 


Аа ‘== В," (шой. №), 


оче Чет оја е7 Фә пе етае о. 


А а==В, 0 (шой. №), 
А, = В, (шой. №. 


п 


Складывая эти послЪднія, находимъ 
Ка) = (0) (той. К), 


что и слБдовало доказать. 
СлБдуетъ здБсь замфтить, что предложеше т 9 составляетъ 
частный случай 7 10. 


11°. Сравненіе не нарушается если обњ ею части а также 
и модуль умножить или раздълить на одно и то же число. 
Изъ сравненія 
а==8 (той. А) 
вытекаетъ 
ас == бс (той. Ке); 


и обратно, изъ послдняго вытекаетъ предшествующее. 
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м, — 69 — 


12°. Если а==0 (той. А), то общий наибольшйй дълитель 
чисел а и Е совпадаетг съ общим наибольшимг дълителемь чи- 
сель и Е. Ибо тогда имфемъ уравненіе 


а= + №, 


которое показываетъ, что всякій общій дБлитель чиселъ а и Ё 
будетъ общимъ дфлителемъ чиселъ б и К, равно какъ и обратно: 
всякій общій дфлитель чиселъ 6 и в будетъ общимъ дфлителемъ 
чиселъ а и к. 

13°. Если а==6 (той. №), и В есть число простое относи- 
тельно Е, то а есть также число простое относительно К. 

Предложеніе это есть сл$детв!е предшествующаго. 

14°. Если аб = 0 (той. А), и если множитель а есть тро- 
стой относительно , то тода 0 == 0 (тоа. /). 

На самомъ дфлЪ, произведеніе аб, по предположенію, дф- 
лится на Ё и, кром того, числа а и Ё относительно простыя; 
поэтому, на основаніп теоремы 2-0й, т 4, заключаемъ, что 6 
длится на #:, то есть 6 == 0 (той. /). 

15°. Члены сравненія монуть быть сокращены на их общій 
множитель, если этот множитель число простое со модулемз. 

На самомъ д®лБ, изъ сравненія 


та == тф (той. А) 
ВЫВОДИМЪ 


т(а — 0) ==0 (той. А), 
а такъ какъ 7% число простое съ Ё, то, на основан вышедока- 


заннаго, заключаемъ 
а—6==0 (той. №), 
ИЛИ 
а = 0 (той. №). 


16°. Если число а простое относительно Е, то два сравне- 


нія вида 
аа! = (той. 0), 


а = 0 (той. А) 
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о нь 
можно раздљлить почленно первое на второе и написать 
а ==8 (той. №). 
Д%йствительно, изъ сравнешя а ==6 (той. /) выводимъ 
аф == 0 (той. №). 


Сличая это сравненіе со сравненіемъ аа’ ==’ (той. #), 


находимъ 
аа == аб’ (той. №). 


Отсюда, сокращая обЪ части на а, получаемъ 
а = (той. №). 


17°. Два числа, сравнимыя между собою по двум или нт- 
сколькимь модулямз, сравнимы и по наименьшему кратному 
этиль модулей. Ибо разность а — б, дБлясь на каждое изъ чи- 
селъ №, К, К’,..., длится и на наименьшее кратное этихъ 
послБднихљ. 

18°. Оравнеще не нарушается, если модуль замњнить ка- 
кимё либо изг ею дълителей. 


$ П. 0 наименьшихъ вычетахъ, Распредъленіе чиселъ на 
классы по данному модулю. 


26. ВеБ числа, сравнимыя съ а по модулю Е, или, другими 
словами, всЪ рБшенія сравненія 


х= а (той. А) 
выражаются общею Формулой 
д==а — М, 


гдБ ё означаетъ цфлое число, принимающее всевозможныя зна- 
чен1я. 
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„= Е 


Чтобы узнать сколько въ ряду 


находится чиселъ сравнимыхъ съ а по модулю К, составляемъ 


условія 
0=а— и < Е, 
откуда выводимъ 


а а 
2—1 <#<7. 


Неравенства эти показываютъ, что существуетъ одно и 
только одно частное значеніе для &, при которомъ число а — # 
будетъ содержаться въ (1). Это число называютъ наименьшим 
положительнымг вычетом числа, а; названіе, какъ видимъ, отвф- 
чаетъ характеристическому свойству числа. 

Наименышй положительный вычетъ можетъ равняться нулю; 
это имфетъ место въ томъ только случаЂ, если число длится 
на модуль. 

Подобно предыдущему легко удостовфриться, что въ ряду 


фа, аза, на ов 


находится одно и только одно число, сравнимое съ а по модулю Ё. 
Искомое число должно быть вида а — [ё и должно удовлетворять 
условіямъ 

— < а— < 0, 
откуда выводимъ 


а, а 


Неравенства эти опредляютъ вполн число ї, равно какъ 
и соотвфтетвующее ему число а — #. Это посл$днее называется 
наименьшимь отрицательнымь вычетомь числа а; оно равно 
нулю въ томъ только случаЪ, когда а дБлится на К. 

27. Изображая чрезъ у наименышй положительный вычетъ 
числа а по модулю [, а чрезъ — $ наименьший отрицательный 
вычетъ того же числа в по модулю #, имћемъ два случая: 
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ные, 


1°. Если а дълится на Е, то 


2°. Если а не дълится на Е, то 
ү 8 = Е. 


Первый случай былъ отмфченъ ранфе; что касается втораго, 
то тогда имЂемъ неравенства, 


0 <+7 <, 
откуда выводимъ 
— << 0, 
а это показываетъ, что 
т — [== — 8. 


На основанш этого равенства мы заключаемъ, что одинЪ 
изъ двухъ наименьшихъ вычетовъ по числовой величин не 
превышаетъ половины модуля. Если числовая величина одного 


изъ наименьшихъ вычетовъ равна то числовая величина 


Е 

2) 
остальнаго также равна н разум$ется, что это можетъ имфть 
мБсто только при четномъ модул. Изъ всего видно, что число- 
выя величины наименьшихъ вычетовъ только въ двухъ случаяхъ 
бываютъ равными другъ другу: во первыхъ, если число длится 
на модуль; тогда 7 = $ = 0, и, во вторыхъ, если модуль четный 
и число дБлится на половину модуля; тогда г=8= Ё. Вн 
этихъ двухъ случаевъ всегда одинъ изъ наименьшихъ вычетовъ 
по числовой величин >> С другой < =. Этотъ послдній на- 


зывается абсолютно малымг вычетомз. 


Примњрг 1. ОпредБлить наименыше вычеты 127 по мо- 


дулю 17. 
Раздфляя 127 на 17 находимъ частное 7, остатокъ 8; слБ- 


довательно им$емъ 
127 = 8 (той. 17) 


и очевидно, что у = 8. 
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Е. н 


Наименьшій отрицательный вычетъ опредБляется по Фор- 
мул 
— 3 — Е 8—17 = — 9. 


Абсолютно малый вычетъ равенъ 8. 

Примърз 2. ОпредБлить наименыше вычеты числа — 200 
по модулю 13. 

РаздБляя 200 на 13 находимъ частное 15, остатокъ 5; 


сл довательно 
200 == 5 (той. 13). 


Отсюда выводимъ 


— 200 = — 5 (шой. 13), 


и заключаемъ, что — 5 есть наименьшій отрицательный вычет». 
Наименьший положительный вычетъ равенъ 


— 5 +18 = 8. 


Абсолютно малый вычетъ есть — 5. 

28. Провфримъ здесь справедливость одного предложенія, 
относящагося къ знаку абсолютно малаго вычета; оно понадо- 
бится намъ впосл6дстви. При этомъ, понятно, будемъ предпо- 
лагать, что число не длится ни на модуль, ни на половину мо- 
дуля и, что оно положительно. 

Предложеше состоитъ въ слБдующемъ. 

Если е изображаетг единицу, взятую со знакомз абсолютно 
мало вычета числа а по модулю Е, то 


24 
е = (— ТТ. 


Въ самомъ дБлБ, обозначая чрезъ 4 и г частное и остатокъ 
отъ дБленія а на К, имфемъ равенство 


а = (Е + Р, 
откуда выводимъ 
в ога 
арн е > 
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=. ЕО 


Если ав то 7 есть абсолютно малый вычетъ числа а 
и слБдовательно е = 1. Съ другой стороны, послБднее равен- 
ство показываетъ, что цфлая часть дроби = равна 24, велфд- 
ствіе чего имфемъ 


Е 9 
(—1) = (— 1) 1-1 е, 


а это согласно съ предложеніемъ. 
Б Р 
Если же 7 >> =, то абсолютно малый вычетъ числа а равенъ 
ғ — К, и поэтому е = — 1. Тогда, написавъ предыдущее равен- 


ство такъ: 
2% — Е 
ГА ? 


12 98-1 


мы замфчаемъ, что послБдній членъ во второй части представ- 

ляетъ правильную положительную дробь; вслдствіе чего заклю- 
2 

чаемъ, что цфлая часть дроби т: равна 24 + 1. СлБдовательно 


24а 
(— 1) е = (— 191 = 1 е. 


Это согласно съ предложешемъ, которое такимъ образомъ 
вполнЪ доказано. 

29. Изъ того, что всякое число сравнимо по модулю Ё съ 
однимъ только числомъ въ ряду 0, 1, 2,...Е — 1, вытекаетъ 
возможность распредБлить ве числа на классы такъ, чтобы 
всякое число принадлежало къ одному только классу. Въ самомъ 
дБлБ, если согласимся зачислять къ одному классу вс числа, 
имБющія одинъ и тотъ же наименьшій положительный вычетъ, 
то тогда всЪ числа, какъ положительныя такъ и отрицательныя, 
распред$лятся между / различными классами. Каждое изъ чи- 
селъ, принадлежащихъ къ какому либо классу, опред$ляетъ со- 
бою ве остальныя числа того же класса, то есть опред$ляетъ 
собой самый классъ и потому можетъ служить его предста- 
вителемъ. Ибо числа, принадлежащія къ одному классу, всЪ 
сравнимы между собой, равно и наоборотъ: два числа, сравни- 
мыя между собою принадлежатъ къ одному классу. 
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и ЗЕ 


Взявъ отъ каждаго класса по одному какому нибудь числу, 
получаемъ полную систему несравнимыхь чисель, или полную 
систему представителей классов 


в, @., @,.-.в, 


характеристическое свойство которой состоитъ въ томъ, что 
каждыя два числа, входящія въ ея составъ, несравнимы между 
собой по модулю К. Этотъ признакъ можно выразить въ другой 
Форм® такъ: всякое произвольно взятое число сравнимо по мо- 
дулю Ё съ однимъ, и только съ однимъ изъ чиселъ означенной 
полной системы. 

ПростБйшими полными системами несравнимыхъ чиселъ 
можно считать дв® слБдующія: 


Т И л. 
е ДРЕ ае 07. 


Вообще, Е цфлыхъ чиселъ, идущія въ натуральномъ по- 
рядкЪ, начиная съ произвольнаго а, 


а,а%+1,а+2,...а+ 8—1, 


очевидно составляютъ полную систему несравнимыхъ чиселъ. 

Каждое изъ чиселъ полной системы можно увеличивать или 
уменьшать на произвольную кратность модуля; система не иере- 
стаетъ оставаться посл этого полной. — 


$ Ш. Теорема Фермата. 


30. Начала, изложенвыя въ предыдущихъ параграхахъ, 
даютъ возможность доказать одну изъ важнфйшихъ теоремъ 
въ теоріи чиселъ, высказанную въ первый разъ Ферматомъ. 
Мы считаемъ не лишнимъ привести здфсь два различныхъ ея 
доказательства; впослБдетви будемъ имфть случай сообщить 
еще третье, независимое отъ предыдущихъ. 
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Чтобъ не повторяться, начнемъ прямо съ доказательства, 
теоремы боле общей чБмъ теорема Фермата, которую потому 
и называютъ обобщенной теоремой Фермата; она принадлежитъ 
Эйлеру. 

Теорема 1. Если а число простое относительно Е, то 


47 ® = 1 (шой. А), 


19% Ф(®) изображаеть число чисель простыхь сё Е и < К. 
Обозначивъ чрезъ 0,, а.,...@„ веБ числа простыя съ К 
и < Е, такъ что т = ф(®), составляемъ произведенія 


аа, , аа., аа, .. Чат 


и соотвътствующіе имъ наименыше положительные вычеты 


0506 


т" 


ИмЪемъ рядъ сравненій 


аа, ==0,, 

аа = 0,, 
ик. . г (той. №), 
аа, ==, 


которыя перемножая почленно, получаемъ 
в. ааа. . „а, =86,...6, (шой. А). 
ВеБ числа въ ряду 0,, 0,,...0,, различны; ибо, допустивъ 
Р == 0;, мы им%ли бы сравненіе 
аа, == аа; (той. К), 
которое по сокращеніи на о даетъ 


а; = а, (той. К), 
что невозможно. 
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Сверхъ того очевидно, что каждое изъ чиселъ 0,, 6,,... 
содержится въ ряду чиселъ @,, а.,...; ибо произведешя аа, , 
аа,,. .. будучи простыми относительно Ё, ихъ вычеты суть 
также простые относительно К. 


СлБдовательно рядъ чисель 0,, 6,,... составляетъ нБкото- 
рую перестановку чисель @., а,,. . ., на основаніи чего заклю- 
чаемъ 

аа... .@ == В. 6.. . н 


Равенство это показываетъ, что об части сравненія (1) 
имфютъ общій множитель, который очевидно простой относи- 
тельно К. Сокращая на этотъ множитель, получаемъ 


а” ==1 (шой. №), 
или, замЪчая что 7% = ф(®), 
а ® = 1 (той. №), 


что и слБдовало доказать. 
Представляя модуль въ видф произведенія изъ простыхъ 
множителей, послБднюю теорему можемъ выразить такъ: 


Зри Пе пе ДАЄ 


аР О В 


Теорема Фермата относится къ случаю, когда модуль про- 
стой; она состоитъ въ слфдующемъ. 


Теорема 2. Если а не дълится на простое число р, то 
аР ‘== 1 (той. р). 


СлЪдетв1е. Каково бы ни было число а, если число р про- 
стое, то 
а? = а (той. р). 


Это сравненіе очевидно Въ томъ случа, когда а дБлится 
на р; если же а не длится на р, оно выводится изъ предше- 
ствующаго сравненія, умноженіемъ обЪихъ частей на а. 
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Слфдуетъ однако замфтить здБеь, что по содержанію сл$д- 
ствіе вполнф равносильно теорем; ибо обЪ части послБдняго 
сравненія можно сократить на є, если только о не дЪлится на р, 
и получается тогда теорема Фермата. 

31. Второе доказательство теоремы Фермата. Многія 
Формулы, алгебраическія или даже трансцендентныя, даютъ воз- 
можность выводить различныя свойства цфлыхъ чиселъ. Про- 
стБйшій примЪръ въ этомъ родф представляетъ биномъ Ньютона 


Е р р—1 2(р—1) р—2у2 
ко У... 


изъ котораго весьма легко вывести теорему Фермала. 
ДЪйствительно, предположивъ, что р число простое, мы за- 

м$чаемъ, что вс коеффищенты во второй части, за исключе- 

ніемъ двухъ крайнихъ, дЪлятся на р; поэтому можемъ написать 


оче ои (а 4 0)? == аР + В? (той. р), 


и сравненіе это имфетъ место при всякихъ цфлыхъ числахъ о и 0. 
Внося въ обфихъ частяхъ В -н с на мЪето 6, получаемъ 


(ан с)? == аР 4 $-н с)? (тоа. р); 
съ другой стороны имфемъ 


(0 а с)? == 0 4 с? (той. р); 
слБдовательно 


(а 0 4 с)? == а? 4 Р-н СР (той. р). 


Вообще, изъ (1) выводимъ 


(а... 0) = аР а 0? а... 4-0? (той. р), 
гдБ число чиселъ а, 6,...1 совершенно произвольно. Отсюда, 
полагая сперва а = = ...==1==1, и полагая затБмъ, что 


число такихъ единицъ равно произвольному числу &, находимъ 


а == а (той. р). 
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— 26 


Предполагая, что с не дЪлится на р и сокращая обЪ части 
на а, получаемъ теорему Фермата 


а * ==1 (той. р). 


32. Изъ теоремы Фермата легко вывести обобщенную тео- 
рему, которая въ началБ параграха была доказана независимо; 
для этого стоитъ только принять во вниманіе сл6дующую лемму. 


Лемма. Если имљетг мъсто сравненіе 
а==0 (той. р"), 
то имљетг мњсто и сравненіе 


т, 
ар е 


==" (шой. р 


4 
2дъ т произвольное цтлое положительное число; число р тредпо- 
лолается простымг. 
ДБйствительно, изъ сравненія, которое предполагается въ 
леммЪ, вытекаетъ уравненіе 
а= ір", 
06 части котораго возвышая въ р-ую степень, получаемъ 
"И —1 
а? =? + 207 гар" РФ Р-р Рр" +. 


Каждый членъ во второй части, кром перваго, дфлится 
на р"*'; поэтому имфемъ сравненіе 


а? == 2 (пой. р"). 


Принимая его за начальное и повторяя прежній пріемъ, 


получаемъ А . 
а? =? (той. р"). 


Продолжая дЁйствовать подобнымъ образомъ далфе, полу- 
чаемъ рядъ сравненій вида 


т 
ар а 


=?" (пой. р 


В ЛИ 57 
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ео а 


Удостоврившись въ справедливости леммы, переходимъ къ 
выводу обобщенной теоремы Фермата. 

Если а число простое съ Ё, а это послБднее, будучи 
разложено на простые множители, представляется въ вид 


ра р... рт, то, основываясь на теорем Фермата, мы мо- 
жемъ написать такой рядъ сравненій: 


а?ї—1 == 1 (той. р), 


ай2—1 == 1 (той. р,), 


—1 
а?т == 1 (шой. р,). 


Прим%няя къ каждому изъ нихъ предыдущую лемму, выво- 


ДИМЪ 


а? 21—10) == 1 (той. ру), 


—1 
а? (0—1) == 1 (тоа. р), 


еа. Ласк уо ові н.а еро осебе! да 


Возвышеніемъ обБихъ частей каждаго изъ этихъ сравненій 
въ соотвтствующія степени получаемъ 


а®% = 1 (той. р”), 


а®® == (тоа. р,“), 


а.е ха бза. ТЕ реч те 


а®% = 1 (той. рз"). 
Отсюда, заключаемъ 
а®% = 1 (той. №); 


что и слБдовало доказать. 
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Примъуз 1. Повђрить теорему Фермата въ случа р = 13, 
39 — 10. 

Такъ какъ 10 == — 3 (104. 13), то слфдовательно 10 == 
(— 3)? == 3" (той. 13). ДалБе, находимъ 3* == — 4 (той. 13); 
слБдовательно 31 == (— 4)° == 48 (той. 13). Продолжая далЪе, 
находимъ 4° == З (той. 13); слБдовательно 48 == 33 = 27 == 1 
(тоа. 13). Сличая между собою полученныя сравнешя, заклю- 
чаемъ 10' == 1 (той. 13). 


Примњрг 2. Повћрить теорему Эйлера въ случа / = 100, 
й 63. 

ИмЂемъ Ф(100) = Ф(4) Ф(25) = 40. Такъ какъ 63* = 3969, 
то 632 = — 31, и 63* == 31° (тоа. 100). Возвышая 31 въ 
квадрать, находимъ 31° = 961; елБдовательно 31° = — 39 
(той. 100); отеюда 31° == 39'° Вычисляя далфе, находимъ 
89° = 1521; слБдовательно 39° = 21 (той. 100); отсюда 
390 == 21°. ДалЪе, находимъ 212 441; слбдовательно 212== 41 
(тоа. 100); отсюда 21* = 41°, Возвышая 41 въ квадратъ, по- 
лучаемъ 1681; слБдовательно 41° == 81 (той. 100). Сличая 
предыдущія сравненія, находимъ 63* == 21.81 (той. 100); 
но 21.81 = 1701; слБдовательно 63* == 1 (той. 100). 


$ №. Следетвія изъ теоремы Фермата. 


33. Теорема. Если р число простое и нечетное, а а не дт- 
а 
лится на р, то степень а * сравнима по модулю р сё одним 
изъ чисель Е 1. 


ДБйствительно, сравнене 
а — 1 = 0 (той. р) 
можно написать такъ: 


#1 в 


1 
(а 2 — 1) (а? +1) =0 (той. р), 
и, 6 
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и — жь ЪЁ 


= 7 


а это тогда только возможно, когда имБетъ мфето одно изъ 
двухъ сравненій 


Одновременно оба эти сравненія не могутъ имфть мфета 
потому, что тогда мы имфли бы 1 = — 1 (704. р), или 2 = 0 
(то. р); между тБмъ по предположенію 2 не длится на р. 

По примфру Лежандра принято обозначать символомъ (5) 


то изъ чисель 1, — 1, которое сравнимо по модулю р со сте- 
ЕЕЗ А 3 
пенью @ ? . Значеніе этого символа представляетъ Функцію чи- 


сель а и р, причемъ р должно быть простымъ и не равнымъ 2, 
а а не должно дЪлиться на р. 

Вычислене символа Лежандра приводится всегда къ опре- 
дБленію знака, ибо числовая его величина равна 1. 

Въ послБдующихъ главахъ увидимъ, какую роль въ теоріи 
чиселъ играетъ означенный символъ, и какими обладаетъ онъ 
свойствами. 

Если число р не велико, значеніе (5) можетъ быть опредф- 
лено непосредственно безъ особыхъ затруднений. 

Примњрг 1. ОпредЪлить значенія ($) для а == 1, 2. 

Находимъ 


8—1 3—1 


13 =1, 99 — 9 = 1 (шой. 3); 


слБдовательно 


Примърз 2. ОпредБлить значенія (5) для а —= 1, 2, 3, 4. 
Находимъ 


1—1; 9° = 4 = — 1 (ой. 5); 3% = — 1 (то. 5); 
4% == 1 (04. 5); 
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слБдовательно 


=» (0 (0-= (= 


Примтрг З. ОпредБлить значенія (1) для а —=1,2,3,4,5, 6. 


Находимъ 
18==1, 2%==1, 3%= — 1, 4%==1, 53==—1, 6%=— 1 
(тоа. 7); 
слбдовательно 


=» 0-5 (0). = (9 


34. Выведемъ еще нБеколько предложеній, легко получае- 
мыхъ изъ теоремы Фермата. ВпослБдетв1и они будутъ вновь 
получены, помощью болБе спеціальныхъ пріемовъ, въ связи съ 
другими вопросами; тБмъ не менфе мы желаемъ остановиться 
на нихъ здБеь, чтобъ взглянуть на предметъ съ точки зрБнія 
боле обычной, по преимуществу алгебраической, пользуясь Фор- 
мулой бинома Ньютона, какъ вспомогательнымъ средством. 


Теорема 1. Если р число простое, а т дълится нар — 1, то 
1% 9" 68" 4, . а (р 1)" = — 1 (шой. р); 


если же т не дњлится на р — 1, то 


` 


т"... -+ (р — 1)" = 0 (той. р). 


При нечетномъ 2% теорема очевидна, ибо тогда сумма чле- 
новъ равно удаленныхъ отъ концевъ въ первой части сравненія 
дБлится на р. 

Переходя къ доказательству теоремы при четномъ 22, мы 
положимъ сначала, что 22 дБлится на р — 1, 


т = (р — 1). 


6* 
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наа. ы 

По теорем Фермата имфемъ рядъ еравненйй 
11 == 1 (той. р), 
9Р1 1 (той. р), 


хе № о хе ао ое 


#9 О в оао 


(р — 1) == 1 (той. р). 


Возвышая обв части каждаго изъ этихъ сравненій въ сте- 


пень 2, получаемъ 
1” == 1 (той. р), 


2" == 1 (шой. р), 


хе 26 ое 


(р — 1)" ==1 (той. р); 
отсюда, складывая почленно, находимъ 
То... + (р —– 1)" р — 1 (той. р) 
или, проще, 
тн... (р 1)" — 1 (той. р). 


Остается доказать справедливость теоремы во второмъ слу- 
ча, когда т не дфлится на р — 1. 
Положивъ для сокращенія 


В = 1" -62"- 3". . .4-(0— 1)", 


мы замфчаемъ, что при доказательств можно ограничиться 
предположеніемъ и << р — 1; ибо въ противномъ случа, по- 


лагая 
т = (р— 1)#-4- т, 
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Г 
гд т есть остатокъ отъ дфлешя т на р— 1 и потому 
О т <р — 1, имфемъ 

11" 099". (р —– 1)" = (р — 1)" (юой.р), 
откуда, складывая, получаемъ 
и == 5," (шой. 1). 


Принимая это во вниманіе, переходимъ къ тожественному 
уравненію 


(к 1) р е9 ба ОАЕ 3 А 
и приравниваемъ послБдовательно х = 1, 2,...р— 1; полу- 
чаемъ 
2"—1=7 У 1, 
тот =. 9т—1 с 1) от— Е 


т — т(т — 1 е 
р" — (р – 1)"= (р 1)" (р 1... Ъ 
Отсюда, складывая почленно, находимъ 


__ т т(т — 1) 
Р-Я, йе 


или, перенося 5, въ первую часть, 


р(0"—1) = 86,9908 0-. 0.868. 


т—1 Во 2 
Д%лая въ этой Формул послБдовательно 7% = 2, 8, 4,...р—1, 
получаемъ рядъ сравненій: 
28, ==0, 
35, —- 35, ==0, 
45, + 65, + 45, = 0, 


(под. р), 


(2-18, „+795 +... +(0-108=0 
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т == 


изъ которыхъ поочередно выводимъ 


В ==0, 8,==0, 8: ==0,...5, ,==0 (шой. р). 


Такъ теорема наша доказана вполнЪ. 
Теорема 2. Изображая соотвњтственно чрезг 4, , 4,,...Ч„_ 


сумму всевозможных произведений изь чисель 1, 2, ...р— 1 
по одному, по два, по три и т. д., имњемг рядз такихз сравненій: 
Ч ==9==...==4,_,==0, 4, == — 1 (104. р). 


Доказательство. Разсматривая х какъ перемфнную, имфемъ 
тожество 
(4—1) (#—2)...(@&-р+1=5Р "ЧР "а —... 


=: чн ое А 
въ которомъ полагаемъ послБдовательно 2 = 1, 2, 3,...р— 1; 
получаемъ 
Е... + 01 0, 


Р.Р 4.28 — ЧР“ РА е Ч, 2 0, 
ЗВ 4.3 *— 4,: 32 *-4- ев = а 0, 


(р – ПР — (р ПР (р ПР — (р ПР“... 
—=4,_,=0. 
Перенося въ этихъ уравненіяхъ первые члены въ первой 


части во вторую часть и примфняя къ нимъ теорему Фермата, 
получаемъ сравненія 


и —.- - 279, ==1 
4-2 — Р-Н 4-2 *—.. о. 
с аа ыы > 
9,3? ?__ 03? 1-9,3 — 645121 Е 
ало есөн аата: іа бе 10980 © Меле (әлавә ее асеенос ой а саа а 
р о балка | бе: и Ерсай | 
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>= ЗЕ 


Обозначая теперь чрезъ 2% любое изъ чиселъ 1,2,3,...р-—1, 
‚ умножаемъ обЪ части каждаго изъ послБднихъ сравненій соот- 


вЪтственно на 1, 2", 3",...(р— 1)", и затЁмъ складываемъ 
ихъ почленно; получаемъ 


еа фр УВ Ф 9 == 65, (той. р). 


На основаніи вышедоказанной теоремы замфчаемъ, что всЪ 
суммы въ первой части послБдняго сравненія, за исключеніемъ 
одной, именно 5,_,, длятся на р; поэтому можемъ написать 


(==, баир и: 


Но, по той же теорем, на которую только что ссылались, 


имфемъ Вы == — 1 (104. р); слБдовательно 


(— 1)", == 5, (шой. р), 
ИЛИ 
0, == (— 1)" 5, (той. р). 


ДЪлая въ этомъ сравненіи поочередно 7% = 1, 2, 5,...р-—1, 
получаемъ 


4. ==0, == 0,...9,_,==0, 9, ‚== — 1 (104. р), 


что и слБдовало доказать. 
Въ ряду сравненій по послБдней ЕРА особеннаго вни- 
манія заслуживаетъ 


0.122 — 1 (шой. р), 


по которому имЂемъ 
(1)......1. 2. 3...(р— 1) +1 =:0 (той. р). 


Весьма замфчательно въ этомъ сравненіи то, что оно имЪетъ 
место только тогда, когда р число простое; при сложномъ 
р = 94, произведеніе 1. 2. 3. . .(р — 1) очевидно длится на 9 
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и сравнене приводить къ невозможному, именно, что 1 дф- 
лится на 9. 

‚ Характеристическое свойство простыхъ чиселъ, выражае- 
мое сравненіемъ (1), извЪстно въ алгебр подъ названіемъ тео- 
ремы Вильсона; оно могло бы служить критеріумомъ для узна- 
ванія простыхъ чиселъ, еслибъ не встр$чалось затрудненій отъ 
большаго числа неизбфжныхъ дБйствій. 


СлЪдетв1е 1. Если р число простое, то имњетг мљсто 
тожество 


(4—1) (2—2) (2 — 3). ..(2—рж 1) = 20 '—1-н ро, 


19% (х) изображает иълую функцію сг цълыми коеффиціен- 
тами. 


На самомъ двлБ, внося во вторую часть тожества 


(2—1) (&— 2) (2 — 3). . .(2—р-+ = 1—9 * 


—3 
ТНУ. ЕО 
на мсто чиселъ 4, 4.,... ихъ выражешя по Формуламъ 
0, ЕРЕ ар, 05 т р, ый боа == 22.0, Оа рет Е 1 -@,_ 2, 
гд а,,а,,.. .@,_, суть цфлыя числа, и называя для сокращенія 
‚ей —2 —3 
Их) = — а? "на, °—.. 9-7 НЕЕ 


получаемъ требуемое равенство. 


СлЪдств1е 2. Если р число простое нечетное, то имњетљ 
мюсто тожество 


(1 — 12) (1—2?) (2 — 3?).. (2—(253)) == Р 5 —1 + рһћ (2), 


10 [(%) изображаетг функцію иљлую со ињлыми коеффиииен- 
тами. 
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ДБӣствительно, перемножая почленно рядъ тожествъ 
(2—1) (1—1) = 402 — 1 —р(2 — 1), 

(2—2) (п —р + 2) = а? — 22 — р(2 — 2), 


ила очі ое а Го ео 6 о во эта 1070799 м о Е - 


а а.а Фе но о И еге е әта. Е о а мл 


получаемъ 
(1—1) (2 — 2) (2—8). ..(2—р+ 1) 
о о о 9 о — 1\2 
== (а? —— 18) (2? — 2°) (а? — 33)... (2 — (257 ) = ре, 
гдЪ Фф(2) изображаетъ для сокращенія нБкоторую цфлую Функ- 
цію съ цфлыми коеФФиціентами. 


Внося на мБсто первой части въ послБднемъ тожествЪ соот- 
вътствующее выраженіе по предыдущей ФормулБ, получаемъ 


(#— 12) (2—2... (2 — (251)) = !—1-+р(((0)—Ф(а)). 


Отеюда видно, что разность (2) — ф(х) содержитъ только 
члены съ четными показателями; всл®дствіе этого можемъ для 
сокращенія написать 


Га) — (2) = (4%), 


изображая при этомъ чрезъ ѓ;(2) нБкоторую цфлую Функцію съ 
цфлыми коеФФиціентами. Наше равенство представляется въ видЪ 


(а2— 1?) (22 — 2°)... (#— (2) = 40 "—1-н рр), 


Подставляя здфеь въ обфихъ частяхъ х на мфето 2, полу- 
чаемъ 


(2) (0—18) (0 — 22).. ( — (252))= 1 арра). 
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СлБдствіе 3. Если р число простое нечетное, то произве- 
Ац р+1 
денде (1. 8.9... 22) сравнимо по модулю р сё (— 1) 2 . 


Предложеніе это выводится изъ (2), дБлая 2 = 0. Оно оче- 
видно равносильно теоремБ Вильсона. 

Итакъ, соотвфтственно тому, будетъ ли число р Формы 
4п 4 1 или 49 + 3, будетъ имфть мсто одно изъ двухъ: 


Аа (1. зе. 1 (той. р) 
ИЛИ 
в. (1. а. 231 (шой. р). 

СлБдствіе 4. со ея число простое вида Ат + З, то про- 
изведене 1. 2. 8. = 1 сравнимо сә одним изг чисель = 1, 
и наоборотг. 


Это обнаруживается непосредственно, если сравненіе (4) 
написать въ другомъ видБ, именно: 


62:8. —1] [2:2 8. +1] =0 (во. р). 


Не менЪе. ясно и то, что произведеніе 1.2.3. „21 не мо- 
жетъ быть сравнимо ни съ — 1 ни съ +1, если р есть вида 
41 —= 1; на это прямо указываетъ сравненіе (3). 

Испытывая поочередно различныя простыя числа, получаемъ 
слБдующую таблицу для абсолютно малыхъ вычетовъ 7 произве- 


денія 1. 2. 3. 278-40 


Е 05 
р=4п+-1, т р = 4п-+- 8, т 

5 2 З —1 
13 5 г —] 
17 —4 11 —1 
29 12 19 —1 
837 —6 28 —1 
41 9 51 4-1 
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р=4п +1, т р = 4п +8, т 
53 23 43 —1 
61 11 47 —1 
75 27 59 4-1 
89 34 67 —1 
97 22 71 —1 
101 —10 Т9 — 1 
РРР ОРОК 83 4-1 


85. Съ помощью одного изъ предыдущихъ сравненій легко 
доказать знаменитую теорему Фермата, относящуюся къ про- 
стымъ числамъ вида 4м + 1. Но начнемъ съ доказательства слБ- 
дующей леммы. 


Лемма. Бсякй Ољлитель суммы двухѕ взаимно простыл 
квадратов сама разлаается на сумму двухг квадратов. 
На основан извфстнаго тожества 


(а? = 07) (с? а а?) = (ав 04)? а (аа — бе)? 


мы заключаемъ, что произведеніе какого угодно числа цфлыхъ 
множителей, изъ коихъ каждый есть сумма двухъ квадратовъ, 
разлагается на сумму двухъ квадратовъ. СлБдовательно при до- 
казательствЪ леммы мы въ правЪ ограничиться предположенемъ, 
что разсматриваемый дфлитель простой. Можно предположить 
еще, что онъ >> 2, ибо число 2 есть очевидно сумма двухъ ква- 
дратовъ 1° -н 1°. 

Пусть р означаетъ простой нечетный дфлитель суммы а 0°, 
при чемъ числа а и 6 относительно простыя. Въ уравненіи 


в... име а? а 0 = рд 


слфдуетъ предполагать 4 >> 1, ибо при 4 = 1 справедливость 
леммы очевидна. 

Мы покажемъ, что съ помощью равенства (1) можно соста- 
вить другое равенство с*-+н 4? = ру такого же вида какъ (1), 
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но въ которомъ коеффищентъ 4’ будетъ меньше 4. Уменьшая 
такимъ образомъ послдовательно коеффищентъ во второй части, 
мы, очевидно, дойдемъ до такого равенства, въ которомъ этотъ 
коеФФиціентъ будетъ равенъ 1, и слдовательно лемма будетъ 
доказана. 

Допустивъ сперва, что въ (1) одно изъ чиселъ с и б или оба 
больше =. Въ такомъ случа составляемъ абсолютно малые вы- 
четы чиселъ а и 6 по модулю р. Обозначивъ ихъ числовыя вели- 
чины чрезъ а и 0’, имћемъ 


, 


а = а (той. р), 6 = +6 (той. р). 


Возвышая объ части каждаго изъ этихъ сравненій въ ква- 
дратъ и затфмъ складывая ихъ почленно, получаемъ 


а? 4 0 == а? 4-1? (той. р); 


отсюда заключаемъ 


а? 4-0? = 0 (той. р), 


вслБдствіе чего можно написать 


Здесь 9 < 4; ибо по предположенію по крайней м®р® одно 

изъ чиселъ а, © больше своего абсолютно малаго вычета, что 

; 3 2 3 73 к 

приводить къ неравенству а? ~ (^ > а*-н0*, или 74 > рд, 
а это по сокращени на р даетъ 4 > 9. 

Легко также убфдиться, что 4’ не равно нулю. Въ против- 

номъ случаф мы имфли бы а = =0, а это приводитъ къ 


сравненіямъ 
а= 0, 0 == 0 (шой. р), 


что невозможно, ибо а и № относительно простыя. 
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Изображая чрезъ ^ общий наибольший дфлитель чиселъ а’ и 0, 
мы замЂчаемъ, что Х не длится на р; ибо допустивъ противное, 
мы имфли бы сравненія а == == 0 (той. р), откуда вытекаетъ 

а == == 0 (04. р), 
что невозможно. 

Вторая часть равенства (2) дБлится на ^?, а такъ какъ лир 
относительно простыя, то слБдовательно 4’ длится на ^?. Полагая 


а — а’, В == 9 =5№4', 
вносимъ эти выраженія въ (2), и затБмъ сокращаемъ объ части 
на №; получаемъ 


БИИР атаар, 


ГА 


Въ равенствЪ этомъ @ и 6” относительно простыя, что ка- 
сается коеффищента 4”, то 


А ГА 
49 <9. 
Слфдовательно въ разсматриваемомъ случаЪ, когда въ (1) 


р 


одно изъ чиселъ а, б или оба >> 5, возможность пониженя 


коеФФиціента 4 доказана. 
Переходимъ ко второму случаю, когда оба числа а и меньше 
2. Прежде всего отмфтимъ неравенство 


ИЛИ 


откуда. получаемъ 
р 
ОИ РЕ т * 


Обозначая чрезъ а, и 6, абсолютно малые вычеты чиселъ 
аи 0, составленные по модулю 4, имфемъ 
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Отсюда выводимъ 
а 4 0,2 == а 0? == 0 (той. 0), 
вслБдствіе чего можно написать 
в. ИТ а 4-0, — 00, 


при чемъ имЪфемъ 


Съ другой стороны, коехфищентъ 4, не равенъ нулю. Ибо 
допустивъ 4, == 0 мы имфли бы уравнеше а," -+-6,° = 0, откуда 
вытекаетъ 


а это приводитъ къ сравненію 


а== == 0 (той. 4), 
что невозможно. 
Принимая къ свфдфню вышесказанное, перемножаемъ те- 
перь почленно равенства (1) и (5); получаемъ 


(а = 0?) (а, —- 58°) = рд?д,, 
ИЛИ 
(аа, = 0)? = (а, — 0,0)? = рү. 


Такъ какъ а, = а и 0, == 0 (той. 4), то слБдовательно 
аа, 4 00, == а? 4 0 == 0 (той. 0), 
ар, — а, == 0 (той. 4), 
и поэтому можно написать 
аа, + 00, = (с, 


а, — а,0 = 4. 


МУМУ. гс .ога.р| 


2. ЗИ 


Вносимъ эти выраженія въ первую часть предыдущаго ра- 
венства и затБмъ сокращаемъ обЪ части на 4*; получаемъ 


Изображая чрезъ р. общій наибольшій дфлитель чиселъ си 4, 
мы замфчаемъ, что р. не дЪлится на р. Ибо допустивъ противное 
мы имли бы два сравненія 


с == == 0 (той. р), 
которыя приводятъ къ такимъ: 


аа, + 00, == 0 
(тоа. р). 
ар, — а0 == 0 


Умножая обЪ части перваго изъ нихъ на @,, втораго на 0,, 
и зат$мъ складывая, получаемъ 


а(а;° = 0,2) == 0 (то. р). 


Но а есть число простое съ р; поэтому посл$днее сравненіе 
можно сократить на а, посл чего получаемъ 


а, + 0,2 == 0 (то. р), 
ИЛИ 
44, == 0 (той. р), 
сравненіе невозможное; ибо 4 < >, а 9,, будучи < 5, тБмъ са- 
мымъ < 1. 
Итакъ, числа р. и р относительно простыя. Отсюда слфдуетъ, 
если принять во вниманіе (7), что 4, дБлится на р^. Полагая 


С=с, 4=@4, Ф = 9, 


изъ (7) выводимъ 
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Если р. = 1, послБднее равенство не отличается тогда отъ (7). 
Во всякомъ случа имфемъ 


4 Ч 
4 = =ъ, 


м 


при этомъ числа с и @’ относительно простыя; елбдовательно 
равенство (8) удовлетворяетъ требуемымъ условіямъ, и такимъ 
образомъ лемма доказана вполнт. 

Съ ея помощью доказывается очень просто вышеупомянутая 
теорема Фермата, которая состоитъ въ слёдующемъ. 


Теорема. Бсякое простое число вида Ап ~ 1 разлазается 
на сумму двух квадратов. 

ДЪйетвительно, сравнеше (3) предыдущаго номера показы- 
ваетъ, что простое число р вида 40 + 1 есть дЪлитель суммы 
двухъ квадратовъ 


(1. $: 30: 22-1, 
отсюда, на основаніи предыдущей леммы, заключасмъ, что р 
разлагается на сумму двухъ квадратовъ. 

36. Въ заключене настоящаго параграфа мы укажемъ на 
одну Формулу, хорошо изв$стную въ анализЪ, съ помощью кото- 
рой теорему Вильсона выводимъ почти непосредственно, но 
все-таки принимая теорему Фермата за извЪетную. 

Подставляя въ обЪфихъ частяхъ тожества 


1 п(п — 1) д" 


(2 2 1)" — 2" == 0774 —...—1 


2-1 на место 2 и изъ полученнаго такимъ образомъ новаго 
тожества вычитая почленно предыдущее, получаемъ 


(2 2)" — 2 (24 1)" 4-2" = (п — 1 р *-..., 
гд р, р,,. . . изображаютъ цфлые коеФФиціенты, выраженія 


которыхъ н$5тъ надобности составлять. 
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Подставляя въ обфихъ частяхъ послБдняго тожества х -+- 1 
на мБсто х, и изъ полученнаго такимъ образомъ тожества вы- 
читая предыдущее, находимъ 

(2 3)" — 3 (2 -- 2)" 3(2 4 1)" —– 2" 


== (п — 1) (и — 2) 2% 4-90 *-... 


Посл повторенія (7% — 1) разъ подобной операцш, находимъ 


(2 т)" — т (2 т — 1)" 0 (в 060—2), ; 


4 (1) (н — 1) (п — 2). Ў . (п — т 1) 2" 


+ а2 —..., 


гдБ а,... изображаютъ цфлые коехфищенты. 


Для насъ особенно важенъ частный случай, когда т = т; 
тогда имфемъ 


(2 п)" — т (2 п — о Е ау, 
= (— 1)"%% = 1.9.8. ..0 


Әто именно и есть та Формула, на которую мы желали ука- 
зать. ДЪлая въ ней 2 = 0, и = р — 1, получаемъ 


тИ тетти 
(1) 0—1 0429,18... (9—2). 


Допустивъ теперь, что число р есть простое, и принимая во 
вниманіе теорему Фермата, имфемъ 


А о иаи ИЕ 
171 = 1 (то. р), 
вслБдствіе чего послБднее равенство приводитъ къ сравнению 


а а 


тані. А е Я 
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По извфстному свойству коеффишентовъ въ бином Нью- 
тона вторая часть послфдняго сравненя равна — 1; слБдова- 


тельно 
9,8... 00 ПЕ 1 А. 


что и требовалось показать. 


$ У, Ръшеніе сравнений первой степени. 
37. Въ теоріи чиселъ разсматриваются сравненія вида 


(1) 42" А432"... +4, 2+ А, == 0 (той. №), 


гдБ А, 4,,. .. какіе нибудь цфлые коеФФиціенты, 2 неизвЪет- 
ное цфлое число. 

Если коеффищенты А, 4,, 4,,. . . соотвБтственно сравнимы 
по модулю Ё: съ числами А’, А’, А',,. . ., то сравненіе 


(2) А2" 412—4... .+4 2-4, == 0 (шой. №) 


равносильно сравненію (1), то есть, всякое число 2, удовлетво- 
ряющее одному изъ сравненій (1) или (2) будетъ удовлетворять 
и остальному. Поэтому сравненія (1) и (2) не слБдуетъ считать 
за различныя, и всегда можно предполагать, что въ данномъ 
сравнени всБ коеФФиціенты положительны и меньше модуля 
или, что числовыя ихъ величины не превышаютъ половины 
модуля. | 

Степень сравненія опредБляется наивысшею степенью неиз- 
вЪетнаго 2, у которой коехФищентъ не дБлится на модуль; такъ, 
наприм®ръ, степень сравненія 


1447 — 72? — 22? + З == 0 (той. 7) 
есть 2. 
Если число 2 = а удовлетворяетъ сравненію (1), то и всБ 
числа, сравнимыя съ а по модулю К, также будутъ удовлетво- 
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Бек. ура 


рять тому же сравнению. Такія рБшенія не считаются за различ- 
ныя; напротияъ, два числа, удовлетворяющія еравненію (1), но 
не сравнимыя между собою по модулю в, считаются за различ- 
ныя р5шешя. Отсюда вытекаетъ, что число рБшеній какого 
угодно сравненія равняется числу чиселъ въ ряду · 


01,6. Г, 


удовлетворяющихъ ему. 
Наприм%ръ, сравненіе 


а? 4 20 4 2а? — За? — 4а? + 22 32 4 9 == 0) (той. 11) 
имфетъ всего три рБшенія, именно: 
2 == 8, 8, 10 (той. 11), 
или, что одно и то же, 
х= 8, — 3, —1 (той. 11). 

РБшенія сравненія называютъ также его корнями. 

Сравненіе называется тожественнымг, когда веБ коеФФи- 
ціенты его дБлятся на модуль; тогда всякое цфлое число удовле- 


творяетъ сравненію. Однако нельзя утверждать обратно: по тео- 
рем Фермата сравненію 


аР — == 0 (той. р), 


при р простомъ, удовлетворяетъ всякое цБлое число, между тБмъ 
оно не есть тожество. 

88. Переходя къ сравненіямъ первой степени, начнемъ съ 
доказательства слБдующей основной теоремы. 


Теорема. Если числа а и Е относительно простыя, то 
сравненіе 
ах = (той. А) 
имњетг одно и только одно ръшенќе. 
7* 
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НЪтъ никакого труда доказать напередъ невозможность 
существованія двухъ рБшеній. На самомъ дфл$, допустимъ, что 
два числа 2, и х, удовлетворяютъ означенному сравненію; имћемъ 


а, == 0 \ 
(тоа. №), 
ат = ф | 

откуда посредствомъ вычитанія выводимъ 
@(х, — 21) == 0 (той. №). 


ОбБ части этого сравненія можно сократить на а, посл 


чего получаемъ 
1, — 1, == 0 (шой. К), 
ИЛИ 
2, == 1, (той. №). 


Это показываетъ, что рЪшеніе 2, не отличается отъ 21. 
Итакъ, намъ остается доказать существованіе одного рБше- 
нія. Это дБлается легко на разные способы. 


Первое доказательство. Составляемъ произведенія 
0, а, 2а, За,.. .(Е— Та 


и называемъ соотвтетвующіе имъ наименыше положительные 
вычеты чрезъ 


ВсБ числа въ посл$днемъ ряду различны. ДЪйствительно, 
если допустимъ, что 7; = 7; при различныхъ значкахъ фи}, то 
получаемъ сравненіе | 

іа == ја (той. К), 


которое по сокращенію на а приводится къ такому: 
1—,) == 0 (той. №), 


а это невозможно, ибо оба числа $ и] меньше К. 
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Отсюда слБдуетъ, что рядъ (1) представляетъ н$которое 
перем$щеше чиселъ 0, 1,2,...& — 1, и потому между числами 
(1) находится одно и только одно, которое сравнимо съ 6 по мо- 
дулю Е. Пусть это число есть 7„; имфемъ 


0 == ғ, (шой. №), 


оа == т, (01. №), 
откуда выводимъ 
аа, == 0 (той. /). 


Число к удовлетворяетъ данному сравненію. 


Второе доказательство. Такъ какъ по предположеню 06- 
щий наибольшій дБлитель чиселъ 4 и ё равенъ 1, то можно найти 
два цБлыхъ числа и и о удовлетворяющихъ уравненію 


ац 4 Ко = 1. 


Это было доказано въ начал первой главы. 
Умножая обЪф части послфдняго равенства на 6, получаемъ 


ари а о = 0, 
отсюда вытекаетъ сравненіе 
ари == № (той. №), 


которое показываетъ, что Бои удовлетворяетъ данному сравненію, 


Третье доказательство. По теорем Эйлера имфемъ 
а®® = 1 (шой. №. 

Отсюда, умножая об части на б, получаемъ 
ра®® == Ь (шой. А). 

ВелБдстве этого сравненіе 


ах = 0 (шой. А) 
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оказывается равносильнымъ сравненію 
аз: == фа®® (той. А), 
а это послБднее по сокращеніи на а приводится къ такому 
д == фа?" (той. А), 


которому очевидно удовлетворяетъ всякое число, сравнимое по 
модулю Ё съ произведеніемъ 


фа. 


39. Покажемъ теперь, какъ опредБляются рБшенія сравненія 


Е о дым ах ==6 (той. №) 


въ томъ случаЪ, когда общий напбольшій дБлитель 4 чиселъ а и # 
больше 1. 

Если 6 не дБлится на 4, сравненіе не имЂетъ вовсе рБшеній, 
ибо по свойству сравнимыхъ чиселъ всякій общій дБлитель чи- 
селъ а и Е долженъ дфлить 6. 

Допустимъ, что б длится на 4. Въ такомъ случа мы мо- 
жемъ сравненіе (1) замнить слБдующимъ, равносильнымъ ему: 


УА 92 (шой. 1), 


которое подходитъ подъ случай, разобранный въ предыдущемъ 
Е 
номерф; ибо числа + и -7 относительно простыя. 
Изображая чрезъ о число, удовлетворяющее (2), имЂемъ 
Формулу 


которая даетъ всЪ числа, удовлетворяющія сравненію (1); при 
этомъ перемнное # принимаетъ всякія цфлыя значенія. 

Чтобъ два значенія 2 составляли дЪйствительно различныя 
р$шеня сравнешя (1) достаточно и необходимо, чтобы соотвЪт- 
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ствующія имъ значенія перемЂннаго # были несравнимы между 
собою по модулю 4. ДЪйствительно, если допустимъ, что & = & 
(той. 4), то отсюда получаемъ 


прибавляя къ обфимъ частямъ по а, имфемъ 


а 4 ті == а + Ь (шой. [) 
ИЛИ 
2] 


2, (той. А). 


Наоборотъ, изъ посл®дняго сравненія, сл®дуя обратнымъ 
порядкомъ, приходимъ къ сравненію & == & (шой. 4). 

Итакъ, чтобы изъ (3) получить веБ ръшенія сравненія (1), 
стоитъ только для ѓ давать послбдовательно значенія, состав- 
ляющія полную систему чиселъ несравнимыхъ по модулю 0, 
напримЪръ, # = 0, 1, 2,...4—1. 

Отсюда получаемъ теорему. 


Теорема. Если общій наибольшій дљлитель а чиселг а и Ё 
дљлитљ 0, то сравненіе 


ах == 0 (тоа. й) 
имъеть ровно 4 ръшеній; всъ они опредъляются помощью одною 


изв нихг а по сльдующимь формуламг: 


Е, РЕЯ Е Ж Е 
ЕЯ, == 9 + т, 2. == а 4 2 =,... 


2. == 4 (4—1) 5 (той. а). 
Примъуз. Опредђлить ванн сравненія 
202 == 28 (той. 132). 
Раздфляя обЪ части сравненія и модуль на 4 = 4, полу- 


чаемъ сравненіе 
52 == 7 (той. 33). 
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По одному изъ трехъ вышеуказанныхъ способовъ находимъ 
рЪшеніе послдняго сравненія 2 = 8. Отсюда прямо находимъ 
всБ рБшенія даннаго сравненія; ихъ всего четыре: 


д == 8, 41, 74, 107 (шой. 132). 


40. Теперь мы можемъ показать способъ нахожденія всБхъ 
чиселъ 2, удовлетворяющихъ одновременно нБеколькимъ сравне- 
ніямъ такого вида: 


2 == а (то4. а), х == В (то. 0),.. .2 == ү (той. с), 


гдБ модули а, 6,... равно какъ и а, В,... суть какія угодно 
данныя числа. 

Въ нБкоторыхъ изысканіяхъ задача эта представляется 
существенною; сейчасъ мы покажемъ одно изъ важнЪйшихъ ея 
приложений. 

Переходя къ рБшенію, мы начнемъ съ двухъ сравненій 


{| АЕ 2 == а (то4. а), = == В (той. 6). 


Числа, удовлетворяющія первому, опредфляются Формулой 


Вставляя это выраженіе на мБсто х во второе (1), полу- 
чаемъ условіе для опредВленія у 


РР еа ау = В — а (той. 6). 


Всякое число у, удовлетворяющее (3), опредБляетъ по Фор- 
мулБ (2) соотв$тетвующее число 2, которое удовлетворяетъ 
обоимъ сравненіямъ (1). 

Весь вопросъ сведенъ на рБшеніе сравнения (3). 

Если общій наибольшій дЪлитель & чиселъ а и 6 не д$литъ 
разности х — В, сравненіе (3) не имфетъ рБшенія; тогда сравне- 
нія (1) находятся въ противор$ч1и между собой: задача невоз- 
можна. 
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Напротивъ, если разность © — В дЪлится на @, сравненіе (3) 
иметь рБшенія, и всБ они получаются изъ одного 2, по Фор- 
мулЬ к 

у—= я а, 


давая для # всякія цфлыя значенія. СлБдовательно ве рБшенія 
сравненій (1) получаются изъ общей Формулы 


аф 
=“ = 


а 


Ихъ число, какъ видимъ, безконечно велико; но всЪ они 
с ађ 

сравнимы между сооои по модулю < › и если обозначить одно, 

любое изъ нихъ чрезъ х., то послБднюю Формулу можно напи- 


сать такъ: | 
ок ] аб \. 
2 == 2, шоа. а 


5 ађ 
при этомъ слБдуетъ обратить вниманіе, что модуль -= равенъ 
наименьшему кратному модулей а и 6. 
Перейдемъ теперь къ тремъ сравненіямъ 


(4). . = = а (той. а), х2 == В (той. 0), х = ү (той. о). 
Беремъ сперва два изъ нихъ, наприм$Ъръ, 
2 == а (той. а), = == В (той. 6), 


и узнаемъ, имБютъ ли они рБшеніе или н$тъ. Въ послБднемъ 
случа задача невозможна, между тфмъ какъ въ первомъ случа%ф 
сравненія (4) равносильны двумъ такимъ: 


Е == 1, (той. т), х == ү (той. с). 


РБшая ихъ по предыдущему способу, мы опред$лимъ всЪ 
рБшенія системы (4). 

Подобнымъ образомъ слдуетъ поступать въ случа какого 
угодно числа сравненій вида (1), и на основаніи вышесказаннаго 
заключаемъ слБдующее. 
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Нуъсколько сравненій сз однимь неизвюстнымь х, вида 


х == а (шой. а), х == В (той. 6),...5==\ (той. с), 


или вовсе не имњютгљ рњшенія, или же имњютг ихь безконечное 
множество. Бг посльднемь случат ръшенія составляють один 
класса, состоящий изо чисель сравнимыхь между собою то мо- 
дулю, равному наименьшему кратному модулей а, 0,. . .с. 

41. Особеннаго вниманія заслуживаетъ частный случай, 
когда въ систем сравненій 


д == а (той. а), х == В (той. 0),. . .=х == ү (той. с) 


модули а, 6,...с суть относительно простые. Тогда суще- 
ствуетъ безчисленное множество рфшенй, и ве они будутъ 
сравнимы между собой по модулю равному произведенію ар... с; 
если одно изъ нихъ обозначимъ чрезъ 2, то ве опредБляются 
Формулой 

х == 1, (ой. аб...о). 


Для опредБленія одного рЪшенія 2 въ предположенномъ 
случа можно поступать такъ. Называя для сокращенія 


М=аь. (е 
М М М 
ОРГУ —=-;,...С==,, 


ръшаемъ отдфльно каждое изъ сравненій 
Аи == 1 (той. а), Во = 1 (той. 6),...Ош==1 (той. с), 


при чемъ замфчаемъ, что каждое изъ нихъ имфетъ рБшеніе, ибо 
вслфдств!е предположенія коехФищентъ у неизвЪстнаго и соот- 
втствующій модуль относительно простые. Разсматривая и, 
Ф,...1 какъ извЪстныя числа, вычисляемъ 2, по ФормулБ 


х= Ана - ВоВ 4... 4 бит, 


и такъ находимъ искомое рБшеніе. 
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Дъйствительно, по модулю равному с, имБемъ рядъ сравненій 
Аи =1, В = 0,...С = 0 (той. а), 


на основаніи которыхъ прямо заключаемъ, что число 2, сравнимо 
съ а по модулю а. Подобнымъ образомъ доказывается, что по 
модулю 6 число т, сравнимо съ В ит. д. 


Примърз. Требуется найти общее рБшеніе для трехъ срав- 
неній: 
== 2 (шой. 5), 


2 == 8 (той. 7), 
== 5 (той. 11). 


Для этого составляемъ три еравненія 
тти == 1 (той. 5), 550 = 1 (той. 7), 350 == 1 (той. 11), 
которыя по упрощеніи представляются такъ: 
2и == 1 (то4. 5), — 0 = 1 (то1. 7), 20 == 1 (той. 11). 


РЪшая каждое изъ нихъ находимъ 


Съ помощью этихъ чиселъ вычисляемъ 
10== 77.3. 2 — 55. 1. 3 ~ 35. 6. 5 = 1347 
и находимъ требуемое рБшеніе 
2 == 1847 (той. 385), 
или, проще, 


2 == 192 (той. 385). 


42. Основываясь на вышедоказанномъ, легко доказать слф- 
дующую теорему. 
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Теорема. Рьшене сравненя какой уюдно степени [(х) == 0 
(той. №) со сложным модулемв & = р“ 48...11 приводится кз 
рњъшенію нъсколькихь отдъльныхь сравненій 


(2) == 0 (той. р"), (2) == 0 (то. 03), 2 Ка) == 0 (тоа. ғ), 


модули которых суть степени птростылв чисел. Число ръшеній 
начальнало сравненія равно произведенію чисель, показывающих? 
сколько ръшенй имљетг каждое изг посльднихь. 

Въ самомъ дЪлф, всякое число 2, удовлетворяющее сравненію 


УРУР Га) == 0 (шой. р“ 98...17") 
удовлетворяетъ каждому изъ сравненій 
(2) == 0 (шой. р"), 
Га) = 0 (шой. 0), 


Ѓ(а) == 0 (той. 7"), 


и наоборотъ, всякое число х, удовлетворяющее каждому изъ 
сравненій (2), удовлетворяетъ также (1). 

Если, слБдовательно, одно какое либо (2) не имЂетъ рБше- 
нія, то сравнеше (1) невозможно. 

Допустимъ, вообще, что сравненіе Ѓ(2х) == 0 (той. р“) имфетъ 
т рБшеній, и обозначимъ ихъ чрезъ 0;, @,,. . .а,„; что сравне- 
не (2) == 0 (той. 48) имфетъ т’ рБшеній, и обозначимъ ихъ 
чрезъ 0,, 6,,. ..б,,, и такъ далће. Всякое число 2, удовлетво- 
ряющее одновременно сравненямъ (2), будетъ очевидно удовле- 
творять сравненіямъ 

д == а; (той. р), 


2 =, (шой. 4), 


2 == с, (то4. 7"), 
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гдБ а; изображаетъ одно изъ чиселъ 0;, @.,...@в, 0, — одно 
изъ чиселъ 0,, 6,,...б ги т. д. Наоборотъ, если а, изобра- 
жаетъ любое число въ ряду 4, а.,...@„, 9, — любое число 
въ ряду 0,, 6,,...0,, ит. д., то всякое число, удовлетворяю- 
щее сравненіямъ (8) будетъ удовлетворять вс$мъ сравненіямъ 
(2), а тБмъ самымъ и (1). 

Итакъ, каждое рБшеніе сравненія (1) есть рБшеніе системы 
вида (3), и наоборотъ. Различнымъ рБшеніямъ сравненія (1) 
соотвЪтствуютъ различныя системы 4,, 2 ... С поэтому 
число рБшеній начальнаго сравнен1я равняется числу всЪхъ озна- 
ченныхъ системъ, что въ свою очередь равно произведению 


т т’... Теорема такимъ образомъ дфлается очевидной. 


Примњрг. Требуется найти всЪ рфшеня сравненія 
а — 72 4 1 == 0 (той. 45). 

Для этого ищемъ сперва рБшеній сравненія 
а? — 72 4- 1 == 0 (тоа. 5), 


которыя, замфтимъ, получаются здфеь непосредственно, ибо 
сравненіе можно написать такъ: 


(2—1) == 0 (то. 5), 


откуда видно, что существуетъ одно только рБшеніе 2 = 1. 
Переходимъ затБмъ къ сравненію 


а? — 72 4 1 == 0 (тоа. 9); 


оно также рЪшается непосредственно; стоитъ только написать 


его такъ: 
(2 1)? == 0 (тоа. 9); 


отеюда видно, что существуютъ два ршенія и не болБе, именно, 
а= — 1 и 2 == 2. 
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РБшаемъ теперь по извфетному намъ способу совокупную 


систему 
2 == 1 (то4. 5), х== — 1 (пой. 9); 
находимъ 
== — 19 (той. 45). 


Это одно рБшеніе даннаго сравненія. 
РБшаемъ вторую систему сравненій 


2 == 1 (той. 5), 2 == 2 (той. 9); 


находимъ 
2 == 11 (той. 45). 


Это второе ршеніе даннаго сравненія. 
Другихъ рБшеній, кромЪ найденныхъ двухъ, не существуетъ. 


$ У. Решеніе нбеколькихъ совокупныхъ сравнений первой 


степени. 
43. Обозначивъ для сокращенія чрезъ и, №, и)... 9%, 
линейныя Функціи 
Ш 104005054. ..4 024-0, 
И; — 01014005034... 4-4, 12034 0,, 
= 01044,30... 0304 0,, 
въ которыхъ коеФФиціенты 4; ;,. . . а, „ равно какъ и послБдніе 
члены 6,, 6,,...6, суть цфлыя числа, — мы предлагаемъ себЪ 
найти цфлыя числа, 2,, 2.,...7,„, удовлетворяющія слБдующей 


системЪ сравненій: 


(1)... ... ж = 0, и, == 0,.. .и, == 0 (шой. №. 
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Для этого мы сдфлаемъ н$еколько предварительныхъ зам%ф- 
чаній. 

Очевидно, что изъ системы (1) можно выводить на разные 
способы новыя системы линейныхъ сравненій, которымъ будутъ 
удовлетворять ве® рБшенія системы (1); пусть одна изъ такихъ 
системъ будетъ 


Ш... 0 =0, 0, =0,...0, == 0 (шой. 1). 


Новая система (2) не всегда можетъ быть считаемой за 
равносильную съ (1); для равносильности необходимо доказать, 
что всякое рБшеніе системы (2) удовлетворяетъ также и (1). 

Дв$ системы сравненй, равносильныя съ нвкоторой третьей 
системой, равносильны между собой. 

Каждый изъ коеФФиціентовъ а, д» равно какъ и каждый изъ 
извфетныхъ членовъ 0,, въ систем (1) можно замфнить числомъ 
сравнимымъ съ нимъ по модулю Ё; полученная велБдствіе этого 
новая система очевидно есть равносильная съ первоначальной. 

Можно также обЪ части каждаго изъ сравненій (1) умно- 
жить на любое число простое съ Ё; полученная новая система 
будетъ очевидно равносильною съ первоначальной. 

Наконецъ легко замЂтить, что на мето какого нибудь 
сравненія въ системћ (1), наприм$ръ и, == 0 (той. /), можно 
подставить сравненіе и; — ти, ==0 (той. №), при чемъ 7 не 
равно $; полученная новая система будетъ равносильною съ 
первоначальной. | 

Относительно послфдней подстановки слёдуетъ сдфлать два, 
замЂчанія: во первыхъ, она не измфняетъ значенія опред$лителя 
данной системы 


1 п 
Ч Чо Р Ч. 
& == ЕЕ. М 
+ 
| КА аә" пуп 
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во вторыхъ, если примфнять ее надлежащимъ образомъ пооче- 
редно къ разнымъ сравненіямъ (1), то всегда можно дойти до 
такой проспиьиией системы: 


17, 6,2 0,3034. чи: 6,2, == 0 
0,22, 0,32, Е. +0, „2, 4 6, = 0 
= 
(3) 2... 0, „2 4 6 == 0 Ет 
о 
е а ааа аа е ааа 128 Е, 
ап 1 С, == 


при чемъ будетъ имфть мБсто сравненіе 
(4)........0,, 0... .0, „== ЗА (шой. №). 


РБшеніе системы (1) приводится къ рБшенію системы (3), 
а это послБднее состоитъ очевидно въ послБдовательномъ рБше- 
ніи 2 сравненій, каждое съ однимъ неизв$стнымъ. Такимъ обра- 
зомъ предложенная задача всегда приводится къ рБшенію сравне- 
нія съ однимъ неизвъстнымъ. 

Если опредЪлитель А простой съ Г, то каждый изъ коефФФи- 
ціентовъ 0,1, 6,»,...0„„ есть простой съ К; это видно изъ (4). 
Тогда каждое изъ сравненій (3), начиная съ посл$дняго, даетъ 
одно и только одно рБшеніе для соотв$тетвующаго неизвЪстнаго, 
и поэтому система (1) имфетъ одно и только одно рфшене 
(2, 2,,...2,). Напротивъ, если А не простое съ Е, тогда по 
крайней мЪр$ одинъ изъ коеФФиціентовъ р, =, с. 3 полӨ- 


пт? 
ЖИМЪ бг есть число не простое съ Е, и потому сравненіе 


ба 2; Нед Кра, 0, „246, == 0 (той. Г), 


помощью котораго опредляемъ 2, по извБетнымъ ране 2; , ,, 
25455: + - 2 или не будетъ имфть ни одного рЪшенія, или бу- 
детъ ихъ имфть н$фсколько. Сообразно съ этимъ и система (1) 
или не будетъ имфть вовсе рБшеній, или будетъ ихъ имть н$- 
СКОЛЬКО. 
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На основанйи вышесказаннаго заключаемъ, что система одно- 
родныхъ линейныхъ сравненій 


1014 0504... 4 0,21 0 
ая, + 0,034. ..4+0, 10, == 0 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (той. №) 
аад 4 000305 4... д2 == 0 
‘имфетъ одно только очевидное ршеніе 
т ==, ==, ==...ЕЕЯ, ==0 (104. 0), 


если ея опредФлитель простой съ К; въ противномъ случа$ она 
имЂетъ, кромф очевиднаго, еще одно или нфеколько другихъ 
рЪшений. 

44. Понятно, что данную систему линейныхъ сравненій 
можно разными способами приводить къ простфйшему виду; 
въ частныхъ случаяхъ могутъ встрБчаться особенности, позво- 
ляющія быстро достигнуть цфли, если ими воспользоваться 
удачно. 

Въ случа, если опред$литель системы простой съ модулемъ, 
нфтъ надобности для опред$леня рЪфшевй приводить систему 
къ простБйшему виду: можемъ написать прямо веб рБшенія, поль- 
зуясь общеизв$стными Формулами изъ теоріи опредФлителей. 

ДЪйствительно, положимъ что дана система сравненій 


17, На, 9, +... +@ „2, == 6, 
120140504... +4, „2, = 0, 
Е, ое аР ай о... г (той. В), 
Оа 1 0304... 40, 2, = д 
п, 8 
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опредБлитель которой обозначимъ чрезъ А. Изображая чрезъ А, 
опред$литель составленный по ФормулБ 


ть. бб. бра. би 

Г А О ИО А А 
| АЕ Ро. 
| алд : РИЦ АГАНА Е аһ 


при чемъ значекъ $ принимаетъ всБ значенія отъ 1 до ®, для 
опредБленія неизвфстныхъ имфемъ систему 


Ат == А; 

Аг, ==:4, 
ОА е е оа а (той. Л), 

Ах, == А, 


равносильную съ (1). 

Если опредфлитель А не простой съ К, то относительно си- 
стемы (2) можно сказать только то, что она есть слБдетве (1), 
но нельзя утверждать обратное, что (1) есть слБдствіе (2). 


Примъурз. Найти всБ ръшенія трехъ сравненій 
2% — Зу + 52 = 5 
82 20 4 72 == — 1 | (шоа. 18). 
5% — 4у-н 62 == 1 | 
Данная система равносильна слфдующей: 
202 — 8у + 52 == 5 
2 5у + 22 = — 6 г (той. 18); 


Я 20 — 42 == 9 
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эта равносильна такой: 
204 20у — 42 == 9 | 
8у + 62 == 3 | (тоа. 18). 


Ту 52 = — 5 


Беремъ теперь во вниманіе систему двухъ послёднихъ 
сравненій 


80у + 62 == 8 
(той. 18) 
ту 52 = — 5 
и замфчаемъ, что она равносильна слфдующей: 
3у + 62 =3 \ 
(тоа. 18), 
0 — 72 == 7 | 
а эта въ свою очередь равносильна, такой: 
0 — 72 == 7 
(той. 18). 
92 = 0 


На этомъ кончаются наши преобразованія, причемъ заклю- 
чаемъ, что данная система сравнешй приводится къ слБдующему 
простБйшему виду: 

2+ 2у — 42 = 9 | 


у— 72 == 7 г (шой. 18). 
92 = 0 | 


ПослБднее сравненіе даетъ девять рБшеній для 2; для каж- 
даго изъ нихъ два первыя сравненія даютъ по одному у и по 
одному 2. СлБдовательно число всфхъ рБшеній есть девять; 
ВОТЪ ОНИ: 


2== — 5, —7, —3 9, —1, 7, 1, 5, 3 & 

Я и 

о 

ре 0, 9—2 дн 
8* 
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Сравненія второй степени. — Законъ взаимности простыхъ чиселъ. 


$1. Приведеніе сравненія второй степени къ простёйшему 
виду. Условіе рБшимости въ елуча%, когда модуль простой. 


45. Для сравненій степени выше первой особенную важ- 
ность представляетъ случай, когда модуль простой. Тогда изы- 
сканія значительно облегчаются и получается возможность дБлать 
общія заключенія. Поэтому-то здесь мы ограничимся сначала 
предположеніемъ, что модуль простой. 

Если модуль равенъ 2, то для всякаго числа х имфетъ мето 
очевидное сравненіе 


а? == у (04. 2), 

вслБдствіе чего сравненіе второй степени 
аа? 4 фа 4 с == 0 (той. 2) 

приводится къ сравненію первой степени 
| (а 0) 2 4 с == 0 (той. 2). 


Случай этотъ, какъ видимъ, не предетавляетъ ничего новаго; 
мы оставимъ его въ сторонЪ, и впредь будемъ постоянно под- 
разум%вать, что модуль р > 2. 
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Въ сравнени второй степени 
ОРУТ ау Ву с == 0 (той. р) 


коеФФиціентъ @ не долженъ дБлиться на р: въ противномъ слу- 
чаБ сравненіе было бы первой степени. Если коеФФиціентъ @ 
не равенъ 1, то, найдя число с, удовлетворяющее условію 


аа == 1 (той. р), 


мы умножимъ 06% части (1) на а’. Замфняя посл% этого произве- 
деніе аа его вычетомъ, равнымъ 1, получаемъ на мфето (1) 


РРР у у 4 т == 0 (той. р), 


гдБ фи т изображаютъ вычеты чиселъ ба’ и са’. 

Это первое упрощеніе сравненія второй степени. 

ДалБе замфчаемъ, что въ (2) коеффищентъ { можно пред- 
положить четнымъ: ибо въ противномъ случа стоитъ только 
на мето { подставить { — р или 1 + р; полагая слБдовательно 
1= 21, мы можемъ сравненіе (2) написать такъ: 


(у а)? = 0 — т (той. р), 


или, называя для сокращенія 


УА, у-4=1, @—т= 0, 
имфемъ 
у. .... Е, № 


Это есть простфйшая Форма, подъ которой представляется 
всякое сравненіе второй степени. 

Каждое рБшеніе посл$дняго сравненія опредБляегъ съ по- 
мощью (3) соотв$тствующее рЪшеніе сравненія (1); если г (6) 
невозможно, то и (1) также невозможно. 
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Если 4 == 0 (той. р), то (4) имветъ одно только рБшеніе, 
именно 2 == 0 (той. р). Оставимъ этотъ случай въ сторон%, и 
будемъ впредь предполагать, что 9 не дБлится на р. 


46. Теорема. Если 4 не дълиится на р, то сравненіе 
п... а == 4 (той. р) 


или невозможно, или имњетг два ръшенія. 
ДЪйствительно, сравненіе (1) тогда только имфетъ рБшеніе, 
когда 4 сравнимо по модулю р по крайней мЪрЪ съ однимъ изъ 


чиселъ 
2, 3*,. е . (0 — 1); 


нуль пропущенъ здфсь потому, что онъ не можетъ удовлетво- 
рять (1). 

Такъ какъ члены равноудаленные отъ концевъ въ посл6д- 
немъ ряду очевидно сравнимы между собой по модулю р, то 
слБдовательно достаточно удержать половину всего ихъ числа, 
именно: 


ВЕ ль 1.8 3, (53). 


ВеБ числа въ (2) несравнимы по модулю р; ибо, допустивъ 


противное, 
ё ==)? (шой. р), 


< иј < +, получаемъ 
(0—3) (2-3) == 0 (шой. р), ' 


что невозможно, такъ какъ числовая величина каждаго изъ мно- 
жителей въ первой части меньше р. 

Можно всегда предполагать, что въ (1) число 4 есть поло- 
жительное и < р. Тогда, обозначая наименьшіе положительные 
вычеты чиселъ (2) соотвБтственно чрезъ · 
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на основаніи вышесказаннаго заключаемъ, что сравненае (1) бу- 
деть возможно или невозможно, смотря по тому будете ли 
число 9 содержалться въ ряду (3), или не будете. 


Допустивъ, что сравнеше (1) имфетъ рБшеніе 2 = а, мы 
замБчаемъ, что и значеніе 2 = — а будетъ также удовлетво- 
рять (1). 

Числа а и — а составляютъ различныя рБшенія (1); ибо 
въ противномъ случаЪ должно было бы имЪфть мфето сравнеше 


а = — а (той. р), 
ИЛИ , 
2а == 0 (той. р), 
что невозможно. 
Другихъ рБшеній, кром двухъ означенныхъ, сравненіе (1) 
им%ть не можетъ; ибо изъ двухъ сравненій 


а? = 9, а == 0 (той. р), 
ВЫВОДИМЪ 
2° — а? == 0 (той. р), 
ИЛИ 
(2 — а) (2 + а) = 0 (той. р), 


а это требуетъ, чтобы имло место одно изъ двухъ: 
х == а (той. р), 
ИЛИ 


2 = — а (той. р). 


Такъ убфждаемся въ справедливости предложенной теоремы. 


47. Теорема. Сравненіе 2? ==4 (пой. р) возможно или невоз- 
можно, смотря по тому имњетг ли мьсто сравненіе 


или не имтъеть. 
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Необходимость означеннаго условія пров$ряется очень легко 
съ помощью теоремы Фермата. Въ самомъ дфлБ, если суще- 
ствуетъ число х, удовлетворяющее сравненію 


ПН Е. = 0 (то4. р), 


22| 
то возвышая 06% части въ степень ?—^ и замфчая, что по тео- 


2 
рем Фермата 
аР! == 1 (той. р), 
получаемъ 
р—1 


9 2 == 1 (той. р). 


Труднфе доказать, что это условіе есть достаточное. Для 
этого можно воспользоваться тожествомъ (7° 34) 


г 


(2— 12) (2 — 2°). . (2— (22) = = еа 1+ рѓ(). 
Д%лая въ немъ 2 = 4, получаемъ 
ча...) =: 1-9; 


а такъ какъ значеніе [(4) есть цБлое, то можно слБдовательно 
написать 


(9) (0—19) 0—29). . (а (252)) = 49 —1 (шой. р). 


Если сравненіе (1) возможно, то 4 сравнимо съ однимъ изъ 
В 

чисель 1%, 2?,. 2. —— ‚ (п 46); поэтому одинъ изъ множите- 

лей въ первой части сравненія (2) дБлится на р, и слБдовательно 


имфемъ 
р—1 


ых. 9 2 ==! (той. р). 


Наоборотъ, если условіе (3) удовлетворено, то (2) прини- 
маетъ видъ 


0—19 0—29). . (0 (251) = 0 (шой. р); 
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отсюда видно, что 4 сравнимо съ однимъ изъ чиселъ 1°, 2°,... 
—_ 1\2 } $ 

(252) и поэтому сравненіе (1) имфетъ р5шене. Справедливость 

теоремы такимъ образомъ доказана. 


Слфдств1е. Сравненіе 2° == 4 (той. р) возможно или невоз- 
можно, смотря по тому будет ли значеніе символа (=) рав- 
няться ~ 1 или — 1. 

Это вытекаетъ прямо изъ опредБленія символа Лежандра, 


даннаго нами въ 9% 33. 


$ П. Символъ Лежандра, его свойства. Законъ взаимности 
простыхъ чиселъ. 


48. Все, что до сихъ поръ было нами высказано о символБ 


Лежандра, заключается въ слБдующихъ трехъ предложеніяхъ. 


1°. Числовая величина символа (=) всегда равна 1. 


2°. Символъ (=) опредфляется сравненіемъ 


р—1 


4? == (=) (тоа. р). 


3°. Чтобы сравненіе 2? == 4 (той. р) было возможно, необ- 
ходимо и достаточно условіе 


= 
р 

Послфднее предложеніе заставляетъ обратить особенное вни- 
маніе на символъ Лежандра и войти въ подробное изученіе его 
свойствъ. ИзелБдованя этого рода привели къ результатамъ 
въ высшей степени самимъ по себЪ замфчательнымъ и въ то же 


время весьма важнымъ для дальнфйшихъ изысканій въ теорій 
чиселъ. ч 


Теорема. Величина символа (5) есть 1, а символа (=) 


2—1 
есть (—1) 2, 
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ДЪйствительно, если въ сравненіи 
а 2-1 
(=) — 9 2 == 0 (по. р) 


сдБлаемъ 4 = + 1, то числовое значеніе первой части не бу- 
детъ превышать 2, между тБмъ модуль р предполагается боле 2; 
слБдовательно 


то есть 


что и слБдовало доказать. 


СлБдствіе. Сравненіе 2? 4 1 = 0 (той. р) возможно вг 
том только случат, кода простое число р есть вида Ат 4 1. 


ДЪйствительно, всякое нечетное простое число есть вида 
4п 1 или 497 3. Въ первомъ случа имфемъ 


ка 
во второмъ 
(== = 1. 


СлБдовательно въ первомъ случаф сравненіе 2° 1 == 0 
(шой. р) возможно, во второмъ невозможно. Когда оно возможно, 
рЪшеніе опредБляется по теорем Вильсона, именно 


= 41. 2. 3...2" (той. р). 


Теорема 2. Если 4 есть произведеніе чиселг 4,, 9, · · Чт 
8) 08) (0) 8) 
р ГУД р 
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Д%йствительно, перемножая почленно сравненія 
Ч, Е р е р Р) 


цв = (2) (поа. р) 


га М К ЛЬ В Г: тс К АХ: 


е7 АГ Е ПР Е у ЗГ а О ЛХ. 


аз = (=) (той. р), 
получаемъ 
60... а.з = (8) (2) [У (2) (той. р). 
„ Но 


АЩ Ты. 
(4; 9. - -9„) * =4? = (1) (той. р); 


слБдовательно 


а\___(%\ [9% Чт 

о) == (1) (2)... (=) (о. р). 

(2) (2) (8) (у р) 

Числовая величина какъ первой такъ и второй части послБд- 


няго сравненія равна 1; поэтому, еслибы эти части не были 
равны между собой, мы имфли бы сравнене 


== — 1 (104. р), 
ИЛИ 
2 == 0 (той. р), 


что невозможно при р >> 2. Итакъ, предыдущее сравненіе при- 
водитъ къ уравненію 


(2) (8) (8) -- (88) 
р Шеру лр 
что и слБдовало доказать. 
. № 
СлЪдств1е 1. Символ (©) равен величинњ символа (=), 


возведенной в; степень т. 
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Сл дств1е 2. При опредњленіи величины символа (<) мы 


можем исключать изв д всякій множитель, составляющий точ- 
ный квадратз. 


ДЪйствительно, по доказанной теорем$ мы имфемъ 


6) 


1: (9) 


слБдовательно 


Теорема 3. Если 4 и 4, сравнимы по модулю р, то 


0-0) 


Въ самомъ дЪфлБ, возвышая 06% части сравненія 


9 == 4, (01. р) 
въ степень 2—1, получаемъ 
р-1 р 
4° = ° (701. р); 


отсюда же заключаемъ 


Сравнеше это показываеть невозможность уравненія 
(2)= — (=); ибо тогда мы имфли бы 


0-0) 


2 (=) == 0 (той. р), 
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что очевидно не имфетъ м$ета при р >> 2. СлБдовательно 


Теорема 4. Если обозначимь чрезг т число чисель вг ряду 


4, 24, 34,. ..2=—4, 


коих абсолютно малые вычеты по модулю р отрицательны, то 


(ел 


Замфтимъ прежде всего, что такъ какъ 4 предполагается не 
дБлящимся на р, то каждое изъ чиселъ, содержащихся въ озна- 
ченномъ ряду, очевидно не дЪлится на р и слБдовательно знакъ 
его абсолютно малаго вычета по модулю р вполнф опредфленъ. 
Принимая это къ свфдфн!ю, обозначимъ абсолютно малый вы- 
четъ произведенія $4 чрезъ (— 1)“ 7,, причемъ ғ, есть числовая 
величина вычета, а е, равно нулю или 1, смотря по тому бу- 
детъ ли этотъ вычетъ положительнымъ или отрицательнымъ. 
Им%емъ рядъ сравненій 


а== (— 1) ғ, 
29 === ре 1), 
34 = (— 1)%7, 
У АМ ( (4104.2) 
маё. 2—1 
9 4==(-1). я 7-1 
2 
которыя перемножая почленно, получаемъ 
ее. ее -н=...-е, _ 
(1)...1.2.3...2—14з =(—1)' 2 ез 


М В. 
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у Е ·7 1 содержатся въ ряду 
9 


= 1 
1, 2, 3,...2=- 


п веБ различны; ибо допустивъ 7, = 7, получаемъ отсюда 
сравненіе 
(— 1) 44 == (— 1) 34 (то. р), 


что по сокращеніи на 9 можно написать такъ: 
1— (— 1) +6 у == 0 (той. р), 


а это невозможно потому, что числовая величина первой части 
менЪе р и не равна нулю. 


Итакъ, числа 7, 7,,...7,_1 составляютъ нБкоторую пере- 
2 
—1 
становку чиселъ 1, 2,.. 5; слБдовательно 
ва: = ? 
. . о то 2 АЕ. 2—1 
2 
- —1 
Замфчая теперь, что произведеше 1.2.. 2 не дЪлится 


на р, мы можемъ сократить обв части (1) на равные множители 
и написать 


р-1 ее... ае 
02 = (—1) —- (104. р). 
Изъ опредБленія чиселъ е, е.,... слБдуетъ, что сумма 
60,4. . . 4-е; равна т; сверхъ того имфемъ 


2 
р—1 


0 2 = (=) (той. р); 
слБдовательно предыдущее сравненіе приводитъ къ такому: 
(=) == (— 1)" (той. р). 
Отсюда заключаемъ, что (=) == (— 1)", что и требовалось 


доказать. 
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0—1 


Теорема 5. Величина символа (=) есть (—1) 8. 


Основываясь на предшествующей теоремЪ, мы заключаемъ, 
2 
что величина, символа, (2) равняется числу чиселъ въ ряду 


9668.6 


коихъ абсолютно малые вычеты отрицательны или, другими сло- 
вами, коихъ наименыше положительные вычеты боле р. При- 
нимая это во вниманіе, мы разсмотримъ отдфльно два случая: 


Первый случай, р есть вида 4п + 1. Тогда имфемъ р — 1 


р 1 
= 47, > == 20 + =, и приходится сосчитать, сколько въ ряду 


В: 


1 

содержится чиселъ, превышающихъ п. Эти числа суть 

слБдующия: 
212, 21-4, 21 6,...45; 


число ихъ равно %; поэтому имфемъ 
2 ) т а. 
— |= (0—1) = (— 1) +. 
(2) 1)" (1) 
Съ другой стороны, на основаніи равенства 


(2—1) р—1 з 
ОР 20, 


заключаемъ о справедливости уравненія 


392—1 


(10 =(—1)%, 


велБдствіе чего предыдущую Формулу для (2) можно написать 


такъ: с 
ее 


Это показываетъ справедливость предложенной теоремы въ 
разсматриваемомъ частномъ случа%. 
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Второй случай, р есть вида 4п + 3. Имфемъ р – 1 = 4п + 2, 
2=9п--1 ++ 5. Числа, содержащіяся въ ряду 
9.46... 40 
и превышающія 2% + 1 > ‚ суть слБдующія: 


212, 20 4-4, 2п 4 6,.. .4п 2. 
Число ихъ равно я + 1; слБдовательно 
А, ЕЛЕ ЗОД 1) = А 
(Ресин. 
ЗамЗчая теперь, что 


ит в 


8 4 + 20 (п 4 1), 


имфемъ 


откуда заключаемъ 
2—1 
—=(—1) 8. 
О. 
Этимъ теорема доказана вполн%. 


СлЪдств1е. Если простое число р есть вида 8п + 1, то 
2 2 
(2) — 1; если же оно есть вида Вп + 3, то (2) = — 1. 
ДБйствительно, въ первомъ случа имЂемъ 


р? — 1 641? 4 16п 
ваи 8 


— 29 (49 1), 
во второмъ 


р —1 __ 6412 = 489 + 8 


в == к — 2% (4 — 3) 4-1; 


—1 
слЬдовательно въ первомъ случаЪ 2 5— есть число четное, во 


2 
второмъ нечетное, и сообразно съ этимъ имфемъ (2)= 1 или 


о 
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49. Основываясь на предыдущихъ теоремахъ, мы заклю- 


Еа 


чаемъ, что опредБленіе всякаго символа можно свести на 


: т т! 
вычислен1е одного или нЪеколькихъ СИМВОЛОВЪ (5), (5), АС 
ВЪ которыхъ члены 7 А ү А Зе будутъ положительными, нечетными 


и менфе Б. 


Возьмемъ для примфра символъ а. Наименьшій отрица- 
тельный вычетъ числа 956 по модулю 613 есть — 270; по- 


этему имфемъ 
956) __ (270) _ (—1) (270) _ (270 
618) \ 618 /` \613/ \618/^ \618/` 


Разлагая 270 на простые множители, находимъ 270 = 
2. 33. 5; слБдовательно 


(бв) = (ез) (з) (ез) 


Такъ какъ число 613 есть вида 87 — 3, то (88) = — 1; 


велБдствіе этого можно написать 


(оз) = — (ез) (ез) 


Вычисленіе заданнаго символа приводится такимъ образомъ 
къ вычисленію двухъ другихъ символовъ, въ которыхъ верхніе 
члены суть З и 5. 

ТБ же самыя теоремы даютъ иногда возможность опред$- 
лить значеніе даннаго символа. 

НапримЪръ, для р = 31, находимъ 


(8) = (8) = (2) (8) (6) 2, 
(8) (68) (6) (8) (80) = (8) 


и. 9 
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50. Пусть р и 4 изображаютъ два какія нибудь различныя 
простыя числа, оба болБе 2. Всякое число а, не дЪлящееся на 
произведеніе рӯ, даетъ относительно модулей р и 4 два соотвЪт- 
ствующихъ, абсолютно малыхъ вычета, знаки которыхъ суть 
опред$ленные, за исключешемъ одного случая, когда @ длится 
на р или на 4; тогда одинъ изъ означенныхъ абсолютно малыхъ 
вычетовъ будетъ равенъ нулю, вслБдствіе чего знакъ его будетъ 
неопред$леннымьь. 

Сообразно этому всЪ числа не дБлящіяся на рд можно рас- 
предлить на восемь классовъ въ порядкЪ указанномъ слдую- 
щею таблицей: 


Абсолютно [по модулюр| 0 0 + — + — + — 
малый вычетъ { по модулюд | + — 0 0 + — — Ф 
Кзассъ....... І НЫ. УСН 


Очевидно, что числа, сравнимыя по модулю ру, принадле- 
жатъ къ одному и тому же классу, и если согласимся такія числа 
не считать за различныя, то можно будетъ сказать, что число 
чиселъ, принадлежащихъ къ какому нибудь изъ вышеперечис- 
ленныхъ классовъ, опредБляетея числомъ чиселъ, содержащихся 
въ ряду 


АЧЧУ 1, 2, 8, 4,...29—1 


и принадлежащихъ къ этому классу. 
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Такъ какъ числа р и 4 взаимно простыя, то, каковы бы ни 
были числа а и 6, всегда въ (1) найдется одно и только одно 
число 2, удовлетворяющее одновременно двумъ условіямъ 


2 == а (той. р), == (104. 0). 


Это даетъ возможность опредфлить число чиселъ, принадле- 
жащихъ къ каждому классу. Обозначивъ чрезъ э, число чиселъ, 
принадлежащихъ къ #-ому классу, имфемъ 


ПРЕ г... р—1 
(9 пт о И. п, = 949 
) с им > 9 В | . Рау на ЕРИНЕ, Бы. ож. 

БЕРИР НН 4 
при чемъ 

ЕН... 0, 2р0, 


Раздливъ теперь числа (1) на двЪ отдБльныя группы 


аң 
Нит 1,2,3,...22=, 
9+1 ру +38 ) 
(4). в ааа аа Б К РЕК . р— 1, 


рд 
изъ коихъ первая состоитъ изъ чиселъ <, а вторая изъ чи- 


селъ >, мы обозначимъ соотвфтственно чрезъ 0, и ©’; число 
чиселъ въ (3) и (4), принадлежащихъ къ $-ому классу. Полу- 
чаемъ такимъ образомъ 16 новыхъ чиселъ %,, %.,...%, 
03, 0. . .0,, между которыми имфютъ мБсто нБеколько очень 
простыхъ зависимостей. Прежде всего укажемъ на тБ соотно- 
шенія между числами ©, и®,, которыя вытекаютъ почти непо- 
средственно изъ самаго ихъ опредБленія. Во первыхъ, очевидно, 
что 0; 0', = п,. Это даетъ такую группу уравненій: 
р 1 


са г 4—1 дт А. (т 
о, — 6.0. о › а э уг 


(5) че ЗУ М # а. 0-0. 9-30 


9* 
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ее т У 


Дале мы замфчаемъ, что если число а содержится въ (3) 
и принадлежитъ къ первому классу, то ру — а содержится въ (4) 
и принадлежитъ ко второму классу. Равнымъ образомъ и наобо- 
ротъ, всякому числу а въ (4), принадлежащему ко второму 
классу, соотв®тствуетъ въ (3) число 24 — а, принадлежащее 
къ первому классу. Поэтому ясно, что 0, = 0. 

Разсуждая подобно предыдущему, можно убБдиться въ 
справедливости весБхъ нижеслБдующихъ равенствъ: 


/ 


ГА / , 
О 06. 9—0. %=0. 0: 0,, 


(6) ссу Ср мА. 
, ЕГЕХ , Е. , а, / НИЕ 
бб 
на основанш которыхъ, задача о вычислени 16 чиселъ 0,, 2, 
приводится къ опред$леню половины всего ихъ числа, именно: 
о ОЯ А 
Изъ (5) и (6) выводимъ 


р — 1 


Я ? 


40 +, 0.4 0, == 
Т ое 


ФН = 0, = 1 ь 


Чтобы получить еще другія соотношенія между числами 
%,,...%:, мы предлагаемъ себЪ вопросъ: каково число чиселъ 
въ (3), коихъ абсолютно малые вычеты: по модулю 4 отрица- 
тельны. 

Очевидно, что это число равно сумм 0, 0, + 0,; но, 
съ другой стороны, числа, о которыхъ идетъ рБчь, суть слБ- 
дующія: 


БО 6, Е. К = 15 
9+1 9-3 9-5 
у — И 7 сане Ве 29 — 1, 
9+1 9+3 9+5 
4-2, 200-0) ОРАСИ 89 — 1, 
р— 3 9+1 р— 3 9+8 р— 3 9-5 р— 8 
гз Аиза з 7 с Б не Е к аат г Л 
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Отсюда видно непосредственно, что ихъ число равно 
— =] 
23а ; слБдовательно 
| АД ый. 
СМО НН, АР. 


Подобнымъ образомъ удостовфряемся въ справедливости 
Формулы 


(9) Б» он = 202389, 


Уравненія (7), (8), (9) не даютъ еще возможности выразить 
числа 0, 0,,...0, какъ Функціи отъ р и 9; для этого недо- 
стаетъ двухъ соотношеній, которыя должны принадлежать къ 
совершенно другому типу, чъмъ предыдущія. Т$мъ не менфе 
изъ полученныхъ равенствъ вытекаетъ слБдствіе, имфющее 
очень большое значеніе въ теорій чиселъ; оно и составляетъ 
главную цБль настоящаго изысканія. 

Зам%чая, что числа, содержащіяся въ (3) и принадлежащія 
къ четвертому классу, совпадаютъ съ тБми числами въ ряду 


— 1] 
4, 24, 89,...2=—9, 


коихъ абсолютно малые вычеты по модулю р отрицательны, мы 
заключаемъ на основани 4-ой теоремы предшествующаго но- 
мера о справедливости такого равенства, 


_ ООО» (2) =". 


Подобно этому имфемъ также 


Фү. 22. $5 
_ ея (2)=(- 0 
Съ другой стороны, изъ (8) и (9) выводимъ 


(р—1) (9—1 


04 0, — 7 


— 20, — (0; 0); 
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отсюда, внося на мфето 0, + 0, значеше, опредБляемое однимъ 


изъ (7), получаемъ 


0090 
9, = — 7 — 20,. 


СлБдовательно 
—=1 9-1 


=" (—1)"=(—1)+ я, 


Внося въ первую часть послФдняго равенства на место каж- 
даго множителя соотвБтствующее выраженіе по (10) и (11), 


получаемъ м 
Б 


о 
Умножая обЪ части на (2) и замфчая, что (=) == 1, преды- 
дущую Формулу можемъ написать такъ: 


ст (2) = (2 убуз в, 


Это и есть та Формула, которую мы желали вывести. Она 
даетъ слъдующую теорему. 


Теорема. Если р и 4 суть различныя простыя числа, 004 


болте 2, то 
07-7, 


СлЪфдств1е. Если по крайней мњрњ одно изо чисел р, 9 
есть вида Ап + 1, то 


если же оба числа р и 4 суть вида Ап — 8, то 


(9-09 


Эта зависимость между двумя взаимно обратными символами 
известна подъ названіемъ закона взаимности простыхъ чиселъ. 
Гауссъ первый далъ строгое его доказательство; онъ далъ ихъ 
нБсколько; то, которое мы изложили здБеь, есть пятое. 
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51. ИзвЪстно, что знакъ абсолютно малаго вычета числа 4 
по модулю р опредЪляется Формулой 
24 
== 
(== 1) У 
2 2 
при чемъ Е 5 изображаегъ наибольшее цфлое число, заключаю- 


2 , 
щееся въ = (см. 0° 28). Это позволяетъ представить величину 


символа (2) въ особенномъ вид. 
Теорема 1. Эначенѓе символа (=) опредъляется уравнендеме 


ЕЧ.+ ЕЧ РО Т а. 
аа 


На самомъ дЪлЪ, обозначая знаки абсолютно малыхъ выче- 


товъ чиселъ 


— 1 
4, 24, 34,...2—=-0 


соотвфтетвенно чрезъ 
е е, ез ёр 1 
де Ч е 3 8 ИЙ се => 
по одной изъ вышедоказанныхъ теоремъ имфемъ 
ее + .. 6+ ёр —– 1 
( $) —=(—1) р 


Съ другой стороны, имфемъ 


суе ос 


Е я 


(—1) = (1) 


слБдовательно 
24 44 (р—1)4 
Е-=- Е--н... Е 
Ш... (“= Ее =: 


что и требовалось доказать. 
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ПослБдняя теорема справедлива при всякомъ числ 9. Но 
не трудно вывести изъ нея, какъ слдетве, другую, болЪе про- 
стую теорему, которая можетъ служить для опредфленя (2) 


при 9 нечетномъ. 


Теорема 2. Если число 4 нечетное, то значеніе (=) отре- 


дъляется уравненемь 


(2) =: 85+ ЕУ 2" ини 


ДЪйствительно, если 4 означаетъ какое нибудь нечетное 
число, не дЪлящееся на р, то сумма 4 + р представляетъ число 
четное, не дБлящееся на р, велБдстве чего 1(4 ~ р) представ- 
ляетъ цфлое число, не дЪлящееся на р. Принимая это во внима- 
не, внесемъ въ обЪ части (1) :(9 ~ р) на мБето 4; получаемъ 


ны. 
1 4+-р = 9 9 
(0) (1) УЕ 
Но 
Е? 1 и РУ 
2 2 2 
р ак а Я 
р р 
0 1 р — 1 Е 
Р 2 а? 5 Р р—1 г 
Е — и 
р 2 р 
слБдовательно 
р-1 
Я 
209+ р) а а-и 
9+2) — (—1) дрк: за 
р 
или, проше, 
=. 
І 4 1 9 24 2 
(4) =(—1 ЕЕ И +... +Е—, 
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, 2 
Умноживъ обЪ части этого уравненія на (2), е 


а 18. 


а= 4 24 
(2) (62) руё а, АРОН ты 
р А р ( 


Но по извстнымъ намъ теоремамъ имфемъ 


2\ (19+ 2р)\ _ = (27 ерте 
р р Е ЛЕ У 
поэтому предыдущее уравненіе можно представить такъ: 


р 1 
= 7:9 


(2). 2 (2)= (5 = рати Е + ЕХ... Е 2 


р 


Д%лая здЪеь 4 = 1 и замфчая, что 


(5) =1, ЕІ = Е2-=...=Е-2-=0, 


р 
Еи 


(2)= 1 


Этотъ результатъ представляетъ собой теорему 5-ую т 48, 
которая такимъ образомъ доказана нами вновь. 
9 
Внеся въ (2) величину (2), находимъ 


находимЪ 


откуда выводимъ 


что и слБдовало доказать. 


Теорема 3. Если 4 число нечетное и меньше р, то значеніе 
опредъляется уравненіемг 


р 1 11 р „Эр 2 
(2)=— е же 8 


4 
р 
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Для доказательства воспользуемся Формулою, выражающей 
равенство цБлой части количества х и числа цБлыхъ чиселъ не 
превышающихъ 2 (см. 7° 9), у 


2 З 


ЗЎР Ев ев) + е(3)--е(5)-: сога 


при чемъ знакъ е(о) изображаетъ нуль или 1, смотря по тому, 
будетъ ли количество о правильной дробью или неправильной. 
Обозначая для сокращенія показатель во второй части (8) 
чрезъ ЛГ, и внося на мфсто каждаго члена въ его выражени 
соотв$тетвующее значеніе по ФормулВ (4), получаемъ 


пе ВЕ ЗЕ Е мж м ДЕ Л оаа рТ 


40 еа 0 В ДИ М ого аә 0-69 те. у а 9 лс 


Во всякомъ столбцф второй части послдняго уравненія 
члены очевидно не могутъ убывать; поэтому если послЪдній изъ 
нихъ равенъ нулю, то и всф предшествующіе также равны нулю, 
и весь столбецъ будетъ состоять изъ однихъ нулей. За такимъ 
столбцомъ веБ послђдующіе столбцы будутъ очевидно также 
состоять изъ однихъ нулей. Отсюда слБдуетъ, что въ ФормулЪ (6) 
можно удержать только тЪ столбцы, въ которыхъ послЪдніе эле- 
менты не равны нулю, вс же остальные отбросить. Но посмо- 
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тримъ, сколько въ послБдней строк (6) находится членовъ рав- 
ныхъ 1. Чтобы м-ый членъ быль равенъ 1, имфемъ условіе 


откуда выводимъ 


А такъ какъ по предположенію р > 4, то т есть пра- 


вильная положительная дробь, и слБдовательно посл$днему не- 
равенству удовлетворяютъ сл$дующия значеня %: 


п=1, 2, 3,...9 


Отсюда заключаемъ, что въ (6) можно удержать только 
2—1 столбцовъ и написать такъ: 


еде 
2 
=е(=]-ые м)... 2 
РД 2р ый 
о 1 
8 
4 е(20) е2). . А З ) 
0 р, 9—1 
и: 
р —1 р —1 р —1 
( 7) А о А Е 99 
ее 16 В И 
р 2р 9—1 


Ни одна изъ дробей подъ знакомъ е въ (7) не равна 1. Ибо 
полагая 


1р = тд 


и замфчая, что р и 4 относительно простыя, мы заключаемъ, что 
1 должно длиться на 9, а т на р; но ни то, ни другое м$ета 
не имфетъ по причин двухъ очевидныхъ неравенствъ: 


1<9, т<т. 
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Если количество о не равно 1, то 


ео) (4) = 1, 


отсюда 
е(ө) = 1 — е(+). 


По этой ФормулБ можно преобразовать каждый членъ въ (7); 
вслБдствіе чего на мето (7) получаемъ 


(8) М= 2909р) (2). ансо ) 


Е да боб Е а и а: ГВ ека 


Слфдуетъ здфсь обратить внимане на то, что послБдняя 
строка во второй части состоитъ изъ однихъ нулей; ибо послЪд- 
няя строка въ (7) состоитъ изъ однихъ единицъ. 

Суммируя члены во второй части (8) по столбцамъ, находимъ 


а За Ио мезетте оров о еве ых фе ба тее 
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СлБдовательно 
: аме? 
—1 9—1 у 2 2 
МЕР -В-—... Е 
2 2 4 9 9 
Внесши это выраженіе въ (5), получаемъ 
9—1 
ЕР и ЛИНО 22 
(=? ==. г. 


что и требовалось доказать. 

Съ помощью двухъ послфднихъ теоремъ получается новое 
доказательство закона взаимности простыхъ чиселъ. ДЪйстви- 
тельно, пусть р и 4 изображаютъ два какія нибудь различныя 
простыя числа, оба нечетныя и положительныя, и положимъ 
9 < р. По теорем% 2-ой имфемъ 


9—1 


р 2р Ем. 
теа а 


а по теоремЪ 3-ей можемъ написать 


21 Е р 2р _ ы 2 
(== и... 


Перемножая почленно два послБднія уравненія, находимъ 


(=, 


что совпадаетъ съ теоремой, доказанной въ ж? 50. 

52. Съ помощью закона взаимности получается возможность 
опред$лять величину какого угодно символа (2). Намъ известно, 
что на основаніи ранфе доказанныхъ теоремъ опредБленіе г. 
приводится къ вычисленію одного или нфсколькихъ символовъ 
=) въ которыхъ верхше члены положительные, нечетные, 
простые и < р. Ко всякому подобному символу прим$нивъ за- 


КОНЪ взаимности 
аа 
0-0% (0) 
т 
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мы сведемъ вопросъ объ опредВленіи его величины на вычисле- 
не обратнаго символа (2) къ которому, въ свою очередь, 
можно примфнять опять начальныя теоремы и свести вопросъ 
на вычисленіе одного или нБсколькихъ символовъ вида (=), 
въ которыхъ верхше члены положительные, простые, больше 2 
и меньше 7. Къ этимъ послБднимъ примфняемъ вновь законъ 
взаимности, и продолжаемъ эти дЪйств1я до тЪхъ поръ, пока не 


В 1 2 
доидемъ до символовъ (я) ИЛИ (2), которыхъ величину легко 
т, т, 


найдемъ, а чрезъ нихъ опредФлится и искомый. 
м . (8158 
Примњрг. Пусть будетъ дано найти значеніе (292). 
Для 3153 на 1201 находимъ въ остатк$ 751; откуда слБ- 


дуетъ, что 
с АЩ ні) 
1201/ `` \1201/“ 
По закону взаимности выводимъ 
751 1900.780. 1001 1201 
= СИ 3 (п) = (5) 
1201 751 751 


Потомъ дфлимъ 1201 на 751 и получаемъ въ остаткБ 
450 = 2. 5*. 3°, Это даетъ намъ 


1201 ә 2—1 
(твт) = (в) = 10) =. 


Соединяя веб эти уравненія, находимъ 


3153 
(т) Е. 


$ Ш. Символъ Якоби. Его свойства и епособъ вычисленія. 


53. Единствеиный недостатокъ вышеизложеннаго способа 
для опредБленія величины (2) состоитъ въ могущей ветрБтиться 
необходимости разложить число на простые множители, что для 
большихъ чиселъ бываетъ часто весьма затруднительно. Недо- 
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статокъ этотъ устранить Якоби при помощи н$еколькихъ но- 
выхъ теоремъ, получаемыхъ отъ обобщенія основныхЪ свойствъ 
символа Лежандра. 

Обобщеніе это основано на разсматриванш символа, ($), 
въ которомъ элементъ Р есть число составное, но положительное 
и нечетное; (0 предполагается простымъ съ Р. 

Полагая 

Рр ева, 


гдБ р, р,,. . .р, изображаютъ простые множители, означенный 
символъ опредфляемъ по слБдующей Формул%: 


(0) 08) 8) 8) 


при чемъ множители во второй части представляютъ символы 
Лежандра. Изъ такого опредБленія слдуетъ, что въ частномъ 
случа, когда Р есть число простое, символъ Якоби совпадаетъ 
съ символомъ Лежандра; по этой-то причин мы были въ правф 
изобразить символъ Якоби такимъ же знакомъ, какимъ согласи- 
лись прежде изображать символъ Лежандра. 

Прежде ч$мъ приступить къ выводу основныхъ свойетвъ 
новаго символа, докажемъ нижеслБдующія двЪ леммы. 


Лемма 1. Для всякало нечетнало числа 
к. Рет 


имњетг мъсто сравнене 


Р—1 —1 
5 => #5 (той. 2), 


10ъ знак суммы простирается на значенія = 1, 2,.. . п. 
Въ самомъ дЪлБ, написавъ уравненіе (1) такъ: 


Р = (1-00 — 1)) (1 (0—1). ..(14-(0,— 5), 
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перемножимъ между собою двучлены во второй части; получаемъ 


“3 


Р=1-+-2,(р; — 1)+ 2, (0; — ООР АР” 


гдф знаки суммы простираются соотвтственно на веБ произве- 
денія элементовъ }; — 1, р — 1,. . .р, — 1 по одному, по два 
ит. д. А такъ какъ каждый изъ означенныхъ элементовъ есть 
число четное, то каждое ихъ произведеніе по два даетъ число 
дБлящееся на 4; велБдствіе этого послфднее уравненіе приво- 
дитъ къ слБдующему сравненію 

Р— 1 == 5,(р, — 1) (шой. 4). 


ЗдБеь обЪ части, равно какъ и модуль, дБлятся на 2; по- 
этому выводимъ 


Р—1 = У рі 1 
5 Че и (тоа. 2), 
что и слБдовало доказать. 


Лемма 2. Для всякало нечетиало числа 


Р=р, р,. нас: а 


имњет мњсто сравнені е 


РЕМ 201 (по, 9). 


8 —. 8 


Для доказательства представимъ Р° въ такомъ видЪ: 


Р: = (1 (р? —1)) (1+ (2—1)... (1- (2—1), 


и перемножимъ между собою двучлены во второй части; полу- 
чаемъ 


Реле Пра ПО, ; 


Такъ какъ числа р,, р,,. . .р, по предположенію суть не- 
четныя, то каждый изъ элементовъ 


012—1, р — 1,.. .р,2— 1 
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дБлится на 8, вел детв!е чего изъ послБдняго уравненя заклю- 


чаемъ 
Р 1 = (р? — 1) (той. 64). 


ОбБ части, равно какъ и модуль, посл6дняго сравненія дф- 
лятся на 8; послБ сокращенія получаемъ 


Р? —1 
8 


ВЕ С 
Е =>" (шой. 2), 


что и требовалось доказаль. 


=» (тоа. 8), 


или подавно 


54. Докажемъ теперь, что символъ ($) удовлетворяетъ 


всБмъ тБмъ уравненіямъ, которыя служили намъ для опред%- 
ленія величины символа (2 при р простомъ. 


1 —1 
Теорема 1. Величины (>) и (=) при Р сложном опредњ- 
ляются точно также как и при Р простомг, именно: 


1 87 аг 
= (8) 
Въ самомъ дБлБ, полагая Р = р, р,...р,, ГД р, 05,.· . РЭ, 
простыя числа, имфемъ 


(в) = (6) (в) К) (2) 0) 0) А) 


(>) == (>) — (— рт 


Е 


На основаній первой леммы, доказанной въ предыдущемъ 
номер%, им$емъ 
Р —1 вы р: —1 
а = Е 21, 


гдБ { число цфлое; слБдовательно ' 


ні те ФА анё 
СИТО зое а 
0: 10 
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Внося это выражеше на мето второй части въ предыдущую 
Формулу находимъ 


А0 Р—1 
уау, 
что и слБдовало доказать. 


—1 
СлЪдетвіе. Если Р есть вида Ат + 1, то (=)= 1; 
—1 
если же Р есть вида Ат 4 3, то (>) сф, 


Теорема 2. Если © равно ироизведенію чисел д, 9, · · .9,,; 
то 


ДЪӣйствительно, полагая Р = р, р. . .р,, ГДЪ ру, 05,. . .р, 
простыя числа, имфемъ 


(9) = (8) (8)... (8) 


Съ другой стороны, по свойству символа Лежандра, имфемъ 


#8.) 
8.) 


Өле м, аа 9 © ига 6 ате хей аг 1 


ао а еге уе ГИ, О 95 ире е а Таоа 


В 08) (ае) 
У, Рп) \һ/ `` п] 
Перемножая эти уравненія между собою и замфчая, что про- 


изведеніе веБхъ множителей во вторыхъ частяхъ, образующихъ 
1-ой столбецъ, есть 


находимъ 
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Сличая это уравненіе съ предшествующимъ выраженіемъ для 
(2), получаемъ 
(2) = (8) (0). 08) 
Ру Рур ДР 
0 


что и требовалось доказать. 
СОлБдетвіе. Вә символњ ($) можно выкидывать из со- 


става 9 точные квадраты. 


Теорема. Величина символа (2) опредљляется по формул 
Р—1 


ПЕЕ 


ДЪйствительно, полагая, какъ прежде, Р= р, },...р,, 
гдЪ р,, р,,. . . числа простыя, имфемъ 


в) (6) 8) 6) 


откуда заключаемъ 
2 789 м. ®— 17:2 — 
2 те Ет жЕ 
(2) —(— 1) = (— 1) я 


Но на основаніи второй леммы предыдущаго номера имфемъ 
р;2—1__ Р2—1 
ро а — ==—5 (80.2). 


Сравненіе это показываетъ, что обф его части суть одно- 
временно четныя или нечетныя; поэтому имфетъ мБето уравненіе 


202—1 Р?—1 
(-1= 8 =(- 8. 


Соединяя это уравненіе съ предшествующимъ, заключаемъ 
р2—1 
- 8 
(2) == (— 1) } 


что и слБдовало доказать. 


10* 


Мими. гс .ога.р| 


— 148 — 
‘СлЪдств1е. Если Р есть вида Зп +1, то ()= 1" 
если же оно вида Зп + 3, то ()=—1. 


Теорема 3. Если числа 9 и ©’сравнимы по модулю Р, то 


Д%йствительно, полагая Р = р, р... р,, ГДБ 2, 1.,... 
числа простыя, имфемъ рядъ сравненій 


@ == 0 (той. р), 
0 == 0' (той. р), 


ача Ба тегене (ела. Е. 


@ == ©’ (той. р,), 


на основанши которыхъ заключаемъ 
= 
Р 21 /? 
9): (%) 
Р», 2? 


6750707 44% © 
5, 15; а 


(=) = (5. 


Перемножая между собою всЪ эти уравненія и замчая, что 
произведеніе первыхъ частей представляетъ величину символа 
и 


(2). а вторыхъ частей — величину символа, ($), получаемъ 


что и требовалось доказать. 
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Теорема 4. Если Р и © суть числа относительно простыя, 
оба положительныя и нечетныя, то 


Р Р—1 9—1 
а в 
На самомъ дЪлЪ, положивъ Р = р, р... р, @ = 4, 9. · -9,,› 
гдБ 03, 1)... Ф, Ф,. · · числа простыя, имБемъ 


(8) (8) 8) 5-9) 


2ђ Ръ 5. 


(#)= 06. 


.,7 
причемъ знакъ произведенія простирается на значенія 
бе В зо 
е а 
По закону взаимности простыхъ чиселъ имфемъ 
2—1 9—1 
4} р; г — 
о: 
Рі 9} 
Внося это выраженіе во вторую часть предыдущаго урав- 
ненія, получаемъ 


2—1 9 —1 


8-0-7, 
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ИЛИ 
р—1 9 —1 


Пее = 


Разематривая здЪсь вторую часть, какъ произведеніе двухъ 
множителей, мы замфчаемъ, что первый множитель представ- 


Р ® 
ляетъ величину символа (9), второй равенъ 
є 2—1 9 —1 
(= те о о 


? 


гд знакъ суммы простирается на всЪ значеня значковъ $ и 7. 
СлБдовательно 

О УШИ 7 

0-0-9 


Сумма во второй части разлагается на произведеніе двухъ 
многочленовъ 


0—1 43 — 1 


== 2 2 
1,7 1 $ 


200—1 9; —1 
5: і Ј =У 2 У 5 . 
у 


поэтому можно написать 


не 3 рр 


Р 


Но по первой лемм%, доказанной въ предшествующемъ но- 
мер, имБемъ 


Е. — —>— 
2; я 1 (той. 2), 


я Е ч. (тоа. 2), 


откуда выходитъ 


Е 2: —1 ч 9; —1 Р-1 0—1 


і > 
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Это сравненіе показываетъ, что обЪ его части суть четныя 
или нечетныя одновременно; поэтому имфемъ 


фо чұ 9; —1 Р—1 9—1 

ЗЕГЕ ПХ 5 2 

6—1) == (— 1) и 

Внося въ предшествующее выраженіе символа ($) на место 


втораго множителя только что полученное, равное значеніе, на- 
ХОДИМЪ 


что и слБдовало доказать. 
СлБдствіе. Если по крайней мърь одно изь чисель Р, 9 


есть вида Ап +1, то 
АТ 2" 
(2)= (6) 


если же оба они вида Ат + 3, то 


= 
Е Суд 
55. На основаніи всего вышеизложеннаго, чтобы опредф- 
лить величину символа (2), во всякомъ частномъ случаъ можно 
поступать слБдующимъ образомъ. 
Найдемъ абсолютно малый вычетъ числа (0 по модулю Р 


и представимъ его такъ: 
а сартах 
(— 1) 1.0 с; 


гд$ а, равно нулю или 1, ©, можетъ равняться нулю, 7, число 
нечетное и положительное. | 

Посл этого, если 7, > 1, находимъ абсолютно малый вы- 
четъ числа Р по модулю 7, и представляемъ его такъ: 


(— 1)% 2%. 
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ЗатБмъ, если 7, > 1, находимъ абсолютно малый вычетъ 
числа 7, по модулю 7, и, подобно предыдущему, представляемъ 
его въ видЪ 

аз об 
(— 1) 32 *7,. 


Такимъ образомъ слБдуетъ дБйствовать до тБхъ поръ, пока 
не дойдемъ до х, == 1. Полученнымъ такимъ образомъ вычетамъ 
соотвтствуетъ рядъ уравненій 

0 м а аа. а бов р 
ее тб. 
1—1 ЕЕ а с ек 


(2 ро Ея Г 
Ф. т»? 


и) МОНТ | "о 8 
(0°) (—1) 
Отсюда величина, (2) получается непосредственно. 


Символъ Лежандра, будучи разсматриваемъ, какъ частный 
случай символа Якоби, можетъ быть вычисляемъ по сейчасъ 
указанному способу, при чемъ мы избавлены отъ необходимости 
разлагать числа на простые множители. 

Примтњрг. Пусть дано будетъ опредЪфлить значеніе (55). 

На основаніи закона взаимности выводимъ 
а 

5989 / —— 2251 /* 


\ / 


Для 5939 на 2251 и находя въ остаткф — 814, заклю- 
чаемъ, что 
= Б 2 \ /407\_ / 407 
2251) `` \2251 ен 2251] \2251/° 


Но опять на основаніи закона взаимности находимъ 


( 407`\ _ (2251 
а 29 407 ) 


\ 
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Для 2251 на 407 и находя въ остаткБЬ — 191, заклю- 


чаемъ, что 
2251\ _(—1\ (191) _ (191 
407 ) — (407) (407) — \407/` 


Продолжая такимъ образомъ, выводимъ 


АА а, (№ а а 
(87 ТРИИ Ир 191) —— 


\ 


Соединяя полученныя уравненія, находимъ 


= 267 
5989) = у 


\ 


$ №. Ръшеніе сравненя 22 == о (той. р) въ ифкоторыхъ 
частныхъ елучаяхъ. 


56. ПослБ того, какъ мы научились узнавать, возможно ли 
сравненіе 


2? == 4 (той. р) 


или нБтъ, намъ слБдовало бы заняться способами нахожденія 
самаго рБшенія, когда оно существуетъ. Но вопросъ этотъ 
остается открытымъ. За исключенемъ нБкоторыхъ частныхъ 
случаевъ, мы не имфемъ ни общей Формулы для искомаго рБше- 
нія, ни удобнаго способа для вычисленія его; вообще говоря, 
приходится во всякомъ частномъ случаћ или испытывать пооче- 
редно веБ числа не превышающія половины модуля, или же поль- 
зоваться спешальными таблицами, употребленіе которыхъ бу- 
детъ объяснено впослЪдствіи. 

Между частными случаями заслуживаетъ вниманія сравненіе 


а? == — 1 (104. р), 
когда модуль есть вида 40 +1; тогда имфемъ 


А 


| 


зе, 067 т (той. р), 


что очевидно на основаніи теоремы Вильсона. 
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Случай, когда модуль есть вида 47 + 3, не представляетъ 
никакихъ затрудненй относительно явнаго выраженя корней 
сравненія 


АВ, а? == 4 (той. р); 
тогда имЂемъ 

р+1 
о... = + д * (той. р), 


при чемъ, конечно, предполагается, что (=) =; 
Чтобы провфрить справедливость вышесказаннаго, возвы- 
шаемъ обЪ части (2) въ квадратъ; получаемъ 


33 


а? == 0 2 (той. р), 


что можно написать такъ: 


Но 


слБдовательно 
а такъ какъ 
то окончательно получаемъ 


ай == (той. р). 


Это показываетъ, что Формула (2) опредфляетъ дБйстви- 
тельно корни сравненія (1). 
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ГЛАВА 9; 


+ 
О квадратичныхь вычетахъ и невычетахъ. — О дЪлителяхъ формы 
1° — Пи". 


$1, 0 квадратичныхъ вычетахъ. 


57. Число 9, простое съ р, называется квадратичнымь вы- 
четомг послдняго, когда сравненіе 


2° == 4 (той. р) 


имфеть рБшеніе; въ противномъ случа 4 называется квадра- 
тичнымг невычетомь числа р. 
Очевидно, что числа сравнимыя по модулю р суть одновре- 
менно или квадратичные вычеты или квадратичные невычеты. 
Ве квадратичные вычеты ростеато числа р суть корни 
‘сравненія 


ИЕ 


2 2 ==1 (той. р) 


или, что одно и то же, корни уравненія 


2 
ны 
р. 
Вс квадратичные невычеты зростаю числа р удовлетво- 
ряютъ сравненію 
ат. 
р? == — 1 (70. р) 
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или, что одно и то же, уравненію 


Половина чиселъ въ ряду 
1, 2, 3,...р— 1 


суть квадратичные вычеты, половина квадратичные невычеты 
(см. м 46). Первыя будемъ изображать буквами 0;, @,,...@,_1, 
вторыя буквами 0,, 6,,...6,_1. + : 


о 


Изъ свойства символа Лежандра, по которому имфемъ 


99-® 
р) \р вл 
вытекаютъ слфдующия предложенія. 


1°. Произведеніе двухг квадратичныхг вычетовь а, а; есть 
также квадратичный вычет. 

2°. Произведеніе двухг квадратичныхь невычетовг В, 0, ёсть 
квадратичный вычет. 

3°. Произведеніе а, 6, квадратичнало вычета на квадратич- 
ный невычеть есть квадратичный невычеть. 


Примтрг. Положимъ р = 13. Чтобы получить веБ квадра- 
тичные вычеты этого числа, мы дБлимъ точные квадраты 
1, 4, 16, 25, 36 на 13; остатки 


1, 4, 9, 3, 12, 10 


суть. искомые квадратичные вычеты. Числа не содержащіяся 
въ послБднемъ ряду, именно: 


вета 


суть квадратичные невычеты. Справедливость послБднихъ пред- 
ложеній провряется непосредственно. 
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58. Та опред$ленная связь, которая существуетъ между 
значешемъ символа, (1 и возможностью сравнения 27° == 4 (той. р), 
исчезаетъ при сложномъ модулБ. Положивъ Р = р, р... р,; 


гдф р,, 05, . . . числа простыя, и допустивъ, что сравненіе 
урь ... 2? = 0 (той. Р) 


имфетъ рБшеніе, мы заключаемъ, что 2 будетъ удовлетворять 
каждому изъ сравненій | 


а? == 4 (то. р), 
2° ==4 (той. р), 


2° ==4 (то4. р,); 


слБдовательно будутъ имфть место уравненія 


м .(2)=1, (2)=2,...(2)=1, 


/ 


Это, какъ видимъ, есть условіе необходимое для того, чтобы 
сравненіе (1) было возможно; оно одинаково, какъ при про- 
стомъ Р, такъ и при сложномъ. Разница обнаруживается, когда 
поставленъ вопросъ о достаточности условія (3): при слож- 
номъ Р уравненіе (3) можетъ быть удовлетворено, между тБмъ 
какъ нфкоторыя изъ (2) не будутъ имфть места; тогда сравне- 
ніе (1) очевидно невозможно. 

Итакъ, изъ вышесказаннаго слфдуетъ, чо вст квадратич- 
ные вычеты числа Р заключаются между ртњшеніями уравненія 


т 
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59. Разсматривая рБшенія какого нибудь изъ уравненій 


мы согласимся не считать за различныя такія рБшенія, которыя 
сравнимы по модулю Р; такъ что число рБшеній опредФлится 
числомъ чиселъ въ ряду 


17:919800 рое, 


простыхъ съ Р и удовлетворяющихъ разсматриваемому урав- 
ненію. 

Такъ какъ символъ (=) не измфняетъ своего значеня если 
изъ состава Р выкинуть точный квадратъ, то относительно каж- 
даго изъ уравненій (1) можно ограничиться предположеніемъ, 
что Р не дфлится ни на какой квадратъ. Но пока еще намъ 
нфтъ необходимости вводить такое допущеніе. 

Если Р есть точный квадратъ, то уравненію 


9. 


удовлетворяетъ всякое значеніе 2; напротивъ, уравненіе 


=: 


не имфетъ вовсе рБшенія. 
Остается предполагать, что Р не есть точный квадратъ. 
Тогда имЂетъ мЪето слБдующая теорема. 


Теорема. Если Р не есть точный квадраитз, то оба урав- 


ненія | 
=: (= 


имљютљг по одинаковому числу ръшеній, именно по 3Ф(Р). 

Если Р число простое, теорема не представляетъ тогда 
ничего новаго; она повторяетъ то, что было нами изложено 
въ и 57. 
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Предполагая Р числомъ сложнымъ, мы обозначимъ чрезъ р 
одинъ изъ простыхъ множителей, входящихъ въ составъ Р 
съ нечетнымъ показателемъ; пусть 


ртр, 
гдБ Р’не длится на р. 
Возьмемъ во вниманіе какой нибудь невычетъ числа р, обо- 
значимъ его чрезъ 6, и отыщемъ число с, которое удовлетво- 
ряло бы такимъ двумъ сравненіямъ: 


с = 0 (той. р), с==1 (той. Р). 


Очевидно, что с будетъ простое съ Р, и будемъ имЪть 


= оса 


а такъ какъ 27 число нечетное, то слБдовательно 
е 


Такимъ образомъ мы нашли одно рБшеніе уравненія 


Но какъ только известно, что это уравненіе имфетъ одно 
рБшеніе, сейчасъ можно показать, что оно имфетъ ихъ ровно 
2Ф(Р). 

Въ самомъ дфлЬ, обозначивъ чрезъ у наименьший положи- 
тельный вычетъ произведенія сх по модулю Р, мы замфчаемъ, 
что если х простое съ Р, у также простое съ Р, и если х бу- 
детъ поочередно получать веб Ф(Р) значеній, простыхъ съ Р 
и < Р, число у пройдетъ послБдовательно чрезъ тБ же значе- 
нія. ВелБдствіе этого имфемъ уравненіе 
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а такъ какъ 


то слБдовательно 


при чемъ знакъ суммы въ обфихъ частяхъ простирается на веБ 
значеня 2, простыя съ Ри <Р. 


Подставляя въ первой части (5) (=) на, мБсто (5) и вынося 


общий множитель за знакъ суммы, получаемъ 


(к) (2) =>) 


или, подставивъ —1 на мфето (5), 


Если обозначимъ чрезъ 22 число рБшеній уравненія 


=. 


а чрезъ 22’ число ршенй уравненія 


уравненіе (2) можно написать такъ: 
т— т = 0). 
Съ другой стороны, имфемъ очевидно 
тнт = Ф(Р). 
Изъ двухъ посл5днихъ уравненій выводимъ 
т = т! =35(Р),. 


что и слБдовало доказать. 
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Примњрг. РЪшенія уравненія (= =) = 1 суть слБдующія: 
2—1 2, & 8, 
а уравненія (з) = — 1: 


х= 7, 11, 13, 14. 


$ П. 0 рёшеніяхъ уравненія (22)= 1 и о дфлителяхь 
Формы Р — Р. 


60. Разсматривая символъ (=), мы постоянно будемъ под- 
разум$вать, что Г) не есть точный квадратъ; иначе значене 
символа не зависБло бы отъ = и всегда равнялось бы 1. При 
д == 1 согласимся принимать (2)= =, 

Представивъ Р въ видЪ 


р=(—1* 2? 0, 


гдБ а есть нуль или 1, 5 можетъ равняться нулю, а @ есть число 
положительное и нечетное, имБемъ равенство 


весны") 


Но по закону взаимности 


ф-но) 
слБдовательно 


(Рите тт (2). 


Д%лая для сокращенія 


= (— тые = (— г 
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получаемъ 


і лаал (2)= бз зл: 


при чемъ = равно 1 или — 1, смотря по тому будетъ ли 6 чет- 

ное или нечетное; 5 равно 1 или — 1, смотря по тому будетъ ли 
р . 

частное Е вида 40 + 1 или 47 — 1. 


Съ помощью (1) легко убБдиться въ справедливости ниже- 
слБдующихъ двухъ теоремъ. 


Теорема 1. Величина (2), будучи разсматриваема как 
функція 2, есть періодическая, с періодом 41). 

Д%йствительно, внося въ 06% части (1) 2 + 4р на мето г, 
получаемъ 


р ВЗ отр ор ео 
2-4-4] А 


=$ 2 е З 0 


Здфеь во второй части, въ показателяхъ, можно отбросить 
члены 2) и 2Р?, какъ четные и не имБющіе потому вліянія 
на значенія соотвтетвующихъ множителей; можно сл6дова- 
тельно написать проще 


р і ее ВА чт 
Ро чна РЕ. 2 8 ———— |, 
ея 


Но 2+ 4р ==х (той, 0); поэтому 
(^)=(®) 


87$) 


и слБдовательно 


&-4) 


Наконецъ мы замфчаемъ, что 
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ибо = тогда только равно — 1, когда Г четное. ВелБдстве этого 
получаемъ 


что и слБдовало доказать. 


СлЪдетвіе. Если 2 == (той. 41), то 


Теорема 2. Если Г == 1 (той. 4), то величина символа (2) 
представляет» періодическую функцію перемънналю = сг періо- 
дом 21). 

ДЪйствительно, въ предполагаемомъ случа$ имБемъ == 81; 
вслъдствіе этого равенство (1) принимаетъ видъ 


при чемъ © представляетъ числовую величину 2. 
Подставляя въ обфихъ частяхъ (3) 2+ 20 на мБсто хи 


замфчая, что 
52) ® 


получаемъ 


Изъ (3) и (4) выводимъ 


(2)= (8 
Є 2-90]? 
что и слБдовало доказать. 


ыы 
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Слфдетв1е. Если Г ==1 (пой. 4) и 2 = 2 (той. 20), то 


61. Изъ вышедоказаннаго слЪдуетъ, что если а удовлетво- 
ряетъ одному изъ уравненій 


=» == 


то тому же уравненію будутъ удовлетворять всф прочія числа, 
сравнимыя съ а по модулю 40. Поэтому мы согласимся для 
каждаго изъ означенныхъ уравненій рфшеня, сравнимыя между 
собою по модулю 40), не считать за различныя; и будемъ гово- 
рить, что каждое изъ этихъ уравненій имЂетъ столько рБшеній, 
сколько существуетъ чиселъ въ ряду 


ты ;. вы 


удовлетворяющихъ ему и, конечно, простыхъ съ Ш). 
р) 
Уравненіе (2) == 1 имфетъ всегда рБшеніе; это очевидно, 


р А 
ибо (— |= 1. То же самое можно сказать и объ уравненши 


1 
О 
(2) == — 1; но только здЪсь это не очевидно: необходимо дока- 
зать справедливость предложеня. 


Для этого допустимъ сначала, что въ выражен 
0=(—1)*2'%0 


множитель (© не есть точный квадратъ, и обозначивъ чрезъ / 
какое нибудь изъ чиселъ, удовлетворяющихъ условію 


найдемъ число с, которое удовлетворяло бы двумъ такимъ 


сравненіямъ: 
с == (той. ©) 


с == 1 (той. 8). 
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Внося въ равенство (1) 7° 60 с на мъсто 2, находимъ 


6—1 0—1 
ее ЧО а. 
с © 9 9 
СлБдовательно, въ предполагаемомъ случа$ уравненію 
р 
(2)=—1 удовлетворяетъ число 2 = с. Остается доказать 
справедливость предложенія въ томъ случаф, когда множитель (0 
есть полный квадратъ. 
Тогда имфетъ место равенство 
, 2-1 122—1 
(2) а Е 
2 ? 
и не можетъ случиться, чтобы одновременно оба числа д ие 
равнялись 1; ибо, по предположеню, Р не есть точный квадратъ. 
СлБдовательно, возможны только слБдующія предположенія: 


8==-—=—1, с 
9—2]. Е —= —1; 
——1. ==] 


? 


Въ первыхъ двухъ имфемъ 


ие) 
9 


к) 


Итакъ, каково бы ни было О, уравненіе (2) == —1 всегда, 
возможно. 

Съ помощью вышеизложеннаго легко доказать слБдующую 
теорему. 


а въ третьемъ 


Теорема 1. Между числами, простыми относительно 4") 
и не превышающими числовой величины 40), половина удовле- 


творяетг уравненію а 
= 
2 ) ? 
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остальная половина — уравненію 


ДЪйствительно, изображая чрезъ с число, удовлетворяющее 
условію 


возьмемъ во вниманіе произведеше сх и обозначимъ его наи- 
меньшій положительный вычетъ по модулю 40) чрезъ у. 

Если 2, послБдовательно измняясь, перейдетъ чрезъ всЪ 
Ф(40) значеній простыхъ относительно 47) и меньше числовой 
величины 40, въ то время у, соотвЪтственно измъняясь, перей- 
детъ чрезъ тБ же самыя значенія. Отсюда вытекаетъ уравненіе 


У) = (5) 


гд знаки суммы простираются на ве вышеупомянутыя значе- 
нія перемфннаго х и на ве соотвЪтствующія имъ значенія у. 
Съ другой стороны, такъ какъ сх == у (той. 42), то 


(5) = (8) 


Изъ послБднихъ двухъ уравненій выводимъ 


А такъ какъ 


то слБдовательно 


КОЗГЕ СЯ Х(2)=. 
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Если обозначимъ чрезъ т число членовъ равныхъ 1 въ пер- 
вой части послфдняго уравненія, а чрезъ их число членовъ рав- 
ныхъ — 1, то уравненіе (1) можно написать такъ: 


т — т’ = 0; 
при этомъ имфемъ очевидно 


т а т = (41); 
слБдовательно 
т — т = 1Ф(41)), 


что и требовалось доказать. 


Теорема 2. Если Р == 1 (той. 4), то между числами, тро- 
стыми относительно 2) и не превышающими числовой вели- 
чины 21), половина удовлетворяет уравненію 


8) 


друая половина — уравненію 


Теорему эту легко доказать такимъ же образомъ, какъ и 
предыдущую, но можно также вывести ее, какъ слБдетве преды- 
дущей. ДЪйствительно, обозначивъ чрезъ А числовую величину Г, 
мы замфчаемъ, что въ то время, когда перемфнное 2 будетъ 
принимать послБдовательно ве значенія, простыя съ 2р п 
меньше 24, сумма 2 -+ 2А перейдетъ чрезъ всЪ значенія, про- 
стыя съ 20 и содержащіяся въ промежуткв отъ 2А до 4А. 
Поэтому уравненіе (1) можно написать такъ: 


>02) (ез) 


причемъ знакъ суммы простирается на веБ Ф(2) значеній =, 
простыхъ относительно 2 Р и меньше 24. 
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Но по одной изъ вышедоказанныхъ теоремъ имфемъ 


слБдовательно 


ИЛИ 


гдБ знакъ суммы простирается на значенія х меньше числовой 
величины 2). Отсюда заключаемъ непосредственно о справедли- 
вости предложенной нами теоремы. 


Примњры. Полагая послфдовательно Ю = 2, 3, 5, 6,... 
или = —1, — 2, —3,... находимъ нижеслБдующія рБше- 
нія для уравненій вида 


р 
и. 
Е 
51,9, 11, 19. 

6 |1, 5, 19, 23. 
7 | 1, 3, 9, 19, 25, 27. 

10 |1, 3..9, 13, 27, 31, 37, 39. 

11 |1, 5, 7, 9, 19, 25, 35, 37, 39, 43. 

13 |1, 3, 9, 17, 23, 95, 27, 29, 35, 43, 49, 51. 

14 |1, 5, 9, 11, 13, 25, 31, 43, 45, 47, 51, 55. 

15 |1, 7, 11, 17, 43, 49, 53, 59. 

17 | 1,9, 13, 15, 19, 21, 25, 33, 35, 43, 47, 49, 53, 55, 59, 67. 

19 | 1,3,5,9,15,17,25,27,31,45,49,51,59,61,67,71,73,75. 
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ВОт, 7, 9. 11, 13, 19,-23, 87, 

5411, 3, 5 9. 15, 93, 95, 97, 31.87, 

—13|1, 7, 9, 11, 15, 17, 19, 25, 99, 31, 47, 49. 
—14|1, 3, 5, 9, 13, 15, 19, 23, 25, 27, 39, 45. 
—15 1, 17, 19, 23, 31, 47, 49, 53. 


—17|1, 3, 7, 9, 11, 13, 21, 93, 25, 27, 31, 33, 39, 49, 53, 63. 
—19|1,5,7,9,11,17,23,25,35,39,43,45,47,49,55,61,63,73. 


тосе © м 6 соо ово ео 990 хоть о 


Здесь выписаны только тБ рБшенія, которыя меньше число- 
вой величины 40; каждое изъ нихъ опредБляетъ собой безко- 
К 
нечное множество чиселъ, удовлетворяющихъ уравненію (2) =], 
Такъ, наприм®ръ, всБ ръшенія уравненія 


(=) Ы 

КЫ 

опред$ляются по Формуламъ 
х == 1 (той. 24), = == 5 (той. 24), 
2 == 19 (той. 24), 2 = 28 (той. 24). 

Въ случа, когда 0) == 1 (той. 4), довольно знать половину 
выписанныхъ нами рфшенй, именно тб, которыя меньше число- 
вой величины 20); ибо съ ними сравнимы по модулю 20 веБ 
остальныя рфшеня уравненія (2) == 1. НапримЪръ, ве рБше- 


в 


нія уравненія 
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опредБляются по слБдующимъ тремъ Формуламъ: 


д ==1 (той. 14), х==9 (той. 14), х==11 (той. 14). 


62. Вопросъ объ отысканіи дфлителей даннаго числа есть 
одинъ изъ основныхъ и самыхъ важныхь въ теорш чиселъ; 
имъ занимались такіе математики, какъ Эйлеръ и Гауссъ. Спо- 
собы, предложенные ими, оставляютъ желать многаго, тБмъ не 
менфе они даютъ возможность очень часто преодол$вать труд- 
ности сравнительно легко; пока, само собою разумЪется, данное 
число не слишкомъ большое. 

Не находя возможнымъ вдаваться здфеь въ подробности 
относительно этого предмета, мы ограничимся н5сколькими об- 
щими замфчанями. 

Наименьший дфлитель сложнаго числа а, послБ единицы, 
есть всегда нБкоторое простое число, не превышающее Уа. Для 
опредБленія его приходится испытывать поочередно вев пфлыя 
числа, не превышающая Уа; и если между ними не найдется ни 
одного, который бы дБлилъ а, то а будетъ числомъ простымъ. 
Понятно, что такое испытываніе при значительномъ а предетав- 
ляется невыполнимымъ; тогда необходимо искать особыхъ ука- 
заній, вытекающихъ изъ индивидуальныхъ свойствъ заданнаго 
числа, которыя дали бы возможность уменьшить въ достаточной 
степени число чиселъ подлежащихъ испытанію. 

Всякое число можетъ быть представлено въ вид квадра- 
тичнаго двучлена, 


п о оа Р Ве 


гд #, и, 0) цБлыя числа отличныя отъ нуля, и очевидно, что 
такое представленіе можетъ быть выполнено безчисленными спо- 
собами. Допустивъ, что заданное число а уже представлено въ 
видБ (1), мы замфчаемъ, что въ случа$, когда ф и Ри имфютъ 
общий дфлитель, разложеше а на произведене двухъ множите- 
лей получается непосредственно; поэтому мы предположимъ, что 
# простое съ Ри. Тогда имфетъ мето слБдующая теорема. 


мумлм.гсп.ога.р| 


— 171 — 


Теорема. Всякий нечетный дълитель формы Р — Ри? удо- 
влетворяеть уравнению 
(+) =1 
И ее . 


Очевидно, что достаточно доказать справедливость теоремы 
для простаго дБлителя числа # — Ри?. Обозначивъ чрезъ р одинъ 
изъ такихъ дфлителей, имђемъ 


? — Ги? == 0 (той. р). 


ЗдЪеь и не дБлится на р; ибо въ противномъ случа # дфли- 
лось бы на р, а между тБмъ # простое съ и. СлБдовательно 
можно найти число и’, удовлетворяющее условію 


ии == 1 (той. р). 


Умножая 0б части предшествующаго сравненія на и”, полу- 
чаемъ 
(ёш) — Р(ии)? == 0 (той. р), 


откуда заключаемъ 


(м): — Р" = 0 (той. р). 


Но Р не дБлится на р; ибо въ противномъ случав # д$ли- 
лось бы на р, между тБмъ Р простое съ $; слБдовательно имфемъ 


8): 


СлЪдетв1е. БВсякій нечетный дњлитель суммы 06415 вза- 
имно простыл квадратов? есть вида Ат + 1. 

Въ самомъ дЪлБ, такой дфлитель долженъ удовлетворять 
уравненію (=) == 0, которое по модулю 4 имфетъ одно только 
рБшеніе 2 = 1. 


Сл6дств1е это вытекаетъ также непосредственно изъ леммы 
то 35. 


что и слБдовало доказать. 
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Если намъ удастся данное число а или какія нибудь его 
кратности представить нБеколькими способами въ видф квадра- 
тичнЫХЪ ФОрмъ 


Га=#? — 0'и?, 


гд Ри, "'и,... суть числа простыя относительно &, то тогда 
всякій дБлитель числа & долженъ будетъ удовлетворять каждому 
изъ уравненій 


Мс лә (5)=, (2)=1,. | ()=1. 


При небольшихъ значеніяхъ Р, П’,... можно воспользо- 
ваться таблицами рБшеній уравненій вида (2). По нимъ легко 
вычислить рБшенія, общая всфмъ уравненіямъ (2) и не превы- 
шающія Уа. Въ числ этихъ послбднихъ слБдуетъ искать наи- 
меньшаго дБлителя числа 4. 
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Сравненіе второй степени при сложномъ модул%. 


$1. Случай, когда модуль есть степень простаго числа. 


63. Всякое число, удовлетворяющее сравненію 


_ ОИРУ Ѓ(2) == 0 (той. р"), 


удовлетворяетъ очевидно и сравненію 
И Га) = 0 (той. р"); 


поэтому корни (1) слБдуетъ отыскивать между корнями (2). Если 
сравненіе (2) невозможно, то и (1) также невозможно: 
Обозначивъ чрезъ а любой корень (2), мы имфемъ Формулу 


д—=а-нр" №, 


опред$ляющую безчисленное множество чиселъ, принадлежа- 
щихъ вмфстф съ а къ одному и тому же классу по модулю р” "; 
посмотримъ, н$тъ ли между ними такихъ, которыя удовлетво- 


ряли бы сравненію (1). Для этого составляемъ сравненіе 


Кар” 3 = 0 (той. р"), 
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которое можно написать такъ: 
Ёа) р" ЧРо-нр" Рр (а) -н...=0 (той. р"), 


или, проще, 
Р(а) 3-р" ра) = 0 (той. р"); 


ибо т > 2, велБдствіе чего имфемъ 2т — 2 2 ту. 

Но число (а) дЪлится на р" '; поэтому послфднее сравненіе 
можно сократить на р” ' и представить въ болфе простомъ 
вид, именно, 


В. Г (а) 0 == 0 (той. р), 


гдБ 6 изображаетъ частное, полученное отъ дфлешя (а) на р” ". 


Сравненіе (3) — первой степени; если оно невозможно, то 
сравненіе (1) не имфетъ ни одного корня сравнимаго съ а по 
модулю р". 

Такимъ образомъ ве корни сравненія (1) образуютъ нф- 
сколько группъ, которыя опредБляются различными корнями (2); 
вычисленіе корней, принадлежащихъ къ опредЪленной групп а, 
состоитъ въ рБшеній н$котораго сравненія первой степени съ 
модулемъ р. 

Примфняя предыдущія разсужденя къ сравненю (2), мы 
заключаемъ, что опред$леше его корней приводится въ свою 
очередь къ рёшенію сравненія 


(2) == 0 (шой. р" °) 


и затБмъ еще къ ршенію н$котораго сравненія первой степени 
съ модулемъ р. 

Продолжая далЪфе подобное разсуждеше, мы замфчаемъ, что 
ршеніе сравненія (1) всегда можно свести на рБшеніе сравненія 


Ё(2) == 0 (0. р) 


и еще р—1 отдБльныхъ еравненій первой степени, каждое 
съ модулемъ р. 
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Послфднее предложеніе имфетъ мБсто независимо отъ того, 
будетъ ли число р простымъ или сложнымъ; но чаще всего при- 
ходится предполагать р простымъ, ибо уже раньше было дока- 
зано, что рБшеніе всякаго сравненія со сложнымъ модулемъ 
приводится къ рБшенію нБсколькихъ сравненій, модули кото- 
рыхъ суть степени простыхъ чиселъ. 

64. Особеннаго изслБдованія заслуживаетъ сравненіе дву- 
членное 


РИА ТАА а? == 4 (той. р"); 


на немъ мы желаемъ теперь остановиться. 

Допустимъ сперва, что простое число р больше 2. Тогда 
легко составить окончательное правило, дающее возможность, 
по данному ръшенію сравненія 


РЕНЕ а? == д (той. р), 


вычислить рБшеніе (1). 
Изображая чрезъ а число удовлетворяющее (2), возьмемъ 
во вниманіе степень (0 +19)" и представимъ ее такъ: 


гдф Ри © изображаютъ цфлыя числа, 


(т —1 — 
и о я Е 204. . 


1.2 "41 


Иа 5 атм. т(т — 1) (т — 2) 0—8 


1.9.8 С... 


Одновременно съ (3) имћетъ м$ето равенство 


Перемножая (3) п (4) между собой, получаемъ 


(а — 4)" = Р? — 04; 
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а такъ какъ по предположению а^ — 4 == 0 (той. р), то слБдо- 
вательно 


(5) ах ве Рр? — (9 =) (тоа. р"). 


Съ другой стороны, какова бы ни была цБлая Функція (2), 
имЂемъ 


Ка) == [(@’) (ой. р). 


Полагая здЪеь 


КА (а) (а Уа)" __ т т— т (т — 1) (тЩ— 2) т—з 
Га) = БУ а" 18... 


получаемъ 
Ода"! (щоб); 


Отсюда легко заключить, что () не длится на р. Ибо въ 
противномъ случаф число а должно было бы длиться на р; но 
такъ какъ а^ == 9 (той. р), то слБдовательно и 4 дБлилось бы 
на р, что, конечно, не предполагается. 

Такъ какъ © не длится на р, то сравненіе 


Ох = Р (той. р") 


возможно. Обозначивъ чрезъ 2 какое либо изъ его рБшеній, 
имфемъ 


а аат (а? == Р? (той. р”). 
Изъ (5) и (6) выводимъ 
(а? == 04 (той. р"), 
откуда, сокращая на (0°, получаемъ 
2 == 09 (той. р"). 
Это показываетъ, что рБшеніе сравненія первой степени 
Ох = Р (той. р") 


будетъ корнемъ сравненія (1). 
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Найдя такимъ образомъ одинъ корень сравнения (1), мы най- 
демъ сейчасъ и другой его корень, перем$няя только знакъ у 2. 

Обозначивъ теперь чрезъ у какое нибудь изъ чиселъ, удо- 
влетворяющихъ (1), имфемъ два сравненія 


у? ==4 (той. р"), 2° = д (той. р"), 
изъ которыхъ выводимъ 


02 — а? == 0 (той. р"), 
ИЛИ 
(у— 2) (у 4 2) = 0 (той. р"). 


Одинъ изъ множителей въ первой части есть простой отно- 
сительно р; ибо въ противномъ случа мы имли бы два сравненія 


— 1 == (0) 
) | (той. р); 
04-2 == 0 | 
отсюда 
22 == 0 (той. р), 


что очевидно невозможно. СлБдовательно имфетъ мБсто одно изъ 
двухъ: 

у — 2 == 0 (той. р") 
ИЛИ 

у 2 == 0 (той. р"); 


въ первомъ случа имфемъ 7 == 7 (той. р”), во второмъ 
у = — = (той. р"). Это показываетъ, что другихъ корней, 
кром двухъ вышенайденныхъ, сравненіе (1) не имфетъ. 

Такъ мы убБдились въ справедливости слБдующей теоремы. 


Теорема. Если р число простое нечетное, а 4 не дълится 


на р, то сравненіе 
а? == д (той. р") 


или невозможно, или иметь два рњшенія; первый случай имъеть 
мљсто, если (2) == —1; 6торой, если (=) == 


и, 19 
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65. Переходимъ теперь къ рБшенію сравненія 


Е а? == 4 (той. 2”), 


предполагая, конечно, что 4 число нечетное. 
Будемъ разсматривать отдБльно четыре случая: 


Первый случай, т = 1. Тогда сравненіе (1) можно написать 
такъ: 
а? == 1 (той. 2), 


и очевидно, что оно имфетъ одно только рБшеніе 
2 == 1 (той. 2). 
Второй случай, т = 2. Тогда имфемъ сравненіе 
а? == 0 (той. 4), 


которое можно написать въ одномъ изъ двухъ видовъ: 


ее... а? == 1 (той. 4) 
или 
УРУ а? = — 1 (той. 4), 


смотря по тому будетъ ли число 4 вида 40 ~ 1 или вида 49 — 1. 
Сравненіе (2) имфетъ очевидно два рБшенія, именно: 


2 ==1 (104. 4) и х==3 (той. 4); 


сравнеше (8) невозможно. 
Третій случай, т = 3. Имђемъ 


Л, оа а? = 0 (той. 8). 


Неизвестное 2 должно быть числомъ нечетнымъ; но легко 
убБдиться, что квадратъ всякаго нечетнаго числа сравнимъ съ 1 
по модулю 8: 


(4% + 1) = 1+8 (20 + п) == 1 (той. 8); 
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слфдовательно сравненіе (4) возможно только при условіи 
9 == 1 (той. 8). 
Если оно выполнено, то сравненіе (4) представляется въ видв 
а? == 1 (той. 8), 


и всякое нечетное число удовлетворяетъ ему; число корней 
равно 4. 

Четвертый случай, т >> 3. Тогда легко показать, что 
сравненіе (1) или не имфетъ вовсе рБшеній, или имфетъ ихъ 
четыре. 

Допустимъ сперва, что сравненіе 


а? == 4 (той. 2”) 


имфетъ рБшеніе, и пусть 2 изображаетъ какое либо число, удо- 
влетворяющее ему. Если у есть число отличное отъ =, но удовле- 
творяющее тому же сравненію, то 


у == 2? (той. 2”), 
ИЛИ 
(у— 2) (у 42) = 0 (той. 2"). 


Оба множителя въ первой части суть четные; раздфляя объ 
части сравненія и модуль на 4, получаемъ 


п 0 (той. 2"), 


Теперь множители въ первой части не могутъ быть оба чет- 
ными, ибо ихъ сумма есть нечетная; поэтому заключаемъ, что 
непремфнно должно имфть мето одно изъ двухъ сравненій: 


у—= т— 
5 == 0 (шой. ает 


ИЛИ 


2 == 0) (шой. 2"), 


12* 
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Другими словами, будемъ имфть одно изъ двухъ: 


у=д-н 2" 
ИЛИ 
у=—2-н 2" Ч, 


гдБ $ изображаетъ цфлое число, которое можетъ быть или чет- 
нымъ или нечетнымъ. ] 

Подставляя въ послБднихъ двухъ Формулахъ на мфето & 
сперва 2, а послБ 2+-—н 1, получаемъ для числа 9 четыре селБ- 
дующихъ вида: 

у=2 + 2", 
уд", 


у=— 0-4 9", 


бааа АО 


что можно представить проще такъ: 


у == 2 
у= 04 9" 

(тоа. 2”). 
ў в = 
у == — а 2" 


Отсюда ясно, что кром рфшеня х сравненіе (1) можетъ 
имфть еще только три рБшенія; и на самомъ дфл$ оно ихъ всегда 
будетъ имфть; ибо числа 


2, 24 9" —д, д" 


очевидно несравнимы между собою по модулю 2", и каждое изъ 
нихъ удовлетворяетъ сравненію (1). 
Докажемъ теперь, что если сравненіе 


РЕ? ‚.. а ==9 (04. 2%) 
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возможно, то между его четырьмя ршеніями найдется два и 
только два, которыя будутъ удовлетворять сравненію 


ЕРЕС а? == 9 (шой. 2”). 


На самомъ дфлЪ, обозначивъ чрезъ а любой корень сравне- 
нія (5), веБ четыре корня того же сравненія можно выразить 
такъ: 

а НИ а 


‚ —а, 4+4 


Отсюда, видно, что если одинъ изъ корней сравненія (5), на- 
прим®ръ а, удовлетворяетъ (6), то тому же сравненію будетъ 
удовлетворять и другой корень (5), именно — а. Что касается 
остальныхъ двухъ корней сравненія (5), то изъ нихъ ни одинъ 
не будетъ удовлетворять (6). Ибо вторая часть равенства, 


а — 1—=@—9-2" "2" *-а 


при 22 >> 3 очевидно не длится на 2”. 
Напротивъ, если с не удовлетворяетъ (6), то п — а не удо- 
влетворяетъ ему; тогда частное 


а — 4 
9—1 


будетъ числомъ нечетнымъ, и вторая часть равенства 


(9 Е а?— = 01 Е м а | 


будетъ . очевидно длиться на 2”. Слфдовательно пося дне два, 
корня (5) будутъ также корнями (6). 
Переходя теперь къ выводу условія, при которомъ сравнене 


а? == д (той. 2"), (т>3), 


возможно; мы замфчаемъ, что возможность означеннаго сравне- 
нія влечетъ за собою возможность сравненія 


27 == 0 (той. 8), 
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что въ свою очередь приводитъ къ сравненію 
Д-т аа = 1 (той. 8). 
Наоборотъ, если условіе (7) удовлетворено, то сравненіе 
а? == 9 (той. 2") 
возможно. 


Чтобы убБдиться въ этомъ, мы будемъ разсуждать такъ: 
На основан! (7) заключаемъ, что сравненіе 


а? == 0 (той. 8) 


имфетъ рБшенія. По вышедоказанному, изъ числа четырехъ его 
корней два будутъ удовлетворять сравненію 


2? == 0 (той. 2%). 


Поэтому посл6днее сравненіе будетъ имфть четыре корня, 
изъ коихъ два будутъ удовлетворять сравненію 


2° = 0 (той. 25). 


Это сравненіе въ свою очередь будетъ имфть четыре корня, 
изъ коихъ два будутъ удовлетворять сравненію 


а = 9 (той. 29). 


Разсуждая такимъ образомъ все далБе и далЪе, мы прихо- 
димъ къ заключенію, что, каково бы ни было цБлое число % >> 3, 


сравненіе 
а? = 9 (той. 2") 


будетъ имфть четыре рБшенія; такъ что условіе (7) оказывается 
не только необходимымъ, но и достаточнымъ. 

Резюмируя полученные результаты, мы приходимъ къ слЪ- 
дующей теорем%. 
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Теорема. Сравненіе 
а? == 4 (той. 2”) 


при нечетномг 4 представляеть слњдующіе случаи: 


1° если т = 1, оно имљетг одинг корень; 
2° если т = 9, оно имъеть два корня или ни одною, смотря 


по тому, будеть ли удовлетворено услове 4 = 1 (той. 4) или 


не будете; 
3° если т> 3, сравненіе имњетг четыре корня или ни одноло, 


смотря по тому, будетг ли удовлетворено услове 4 = 1 (той. 8) 


или не будете. 
Бг посльднемь случаль, если условіе 4 ==1 (той. 8) удовле- 


творено, два корня сравненія 
а? = 0 (той. 2") 


удовлетворяют также и сравненію 
а? == 0 (той. 2"+!); 
остальные два этим свойством не обладают. 
Примърз. Требуется найти корни сравненія 
а? == 17 (той. 27). 
Начинаемъ со сравненія 
а? == 17 (той. 8), 
которое можно написать такъ: 


а? = 1 (той. 16). 


Отсюда прямо опредЪляемъ четыре корня 


а 67, 


Переходимъ къ сравненію 
а? == 17 (той. 32); 
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четыре его корня суть слБдующе: 
уњ, 
Переходимъ далЪе къ сравненію 
а? == 17 (той. 64), 


и находимъ его корни: 


4-9, +98. 


Переходя наконецъ къ сравненію 


а? == 17 (той. 128), 


находимъ его корни: 
+98, +41. 


$ П. Число рБшеній сравненія 2° == д (той. #) при сложномъ 
модуль. СлБдетвія. 


66. Теперь не трудно вывести условія достаточныя и необ- 
ходимыя для того, чтобы сравнене 


КТР Н а? == 0 (той. А) 


при сложномъ К было возможно, предполагая притомъ, что 9 
простое съ К; въ случа возможности (1) легко также опредБ- 
лить число корней. Для этого мы принимаемъ во вниманіе разло- 
женіе модуля на простые множители 


т т, 


А м 


п 


к — от р," р, 


гдБ т можетъ равняться нулю, и замфчаемъ, что опредЪлене 
корней сравненія (1) приводится къ вычисленію корней каждаго 
изъ слБдующихъ сравненій: 
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а? == 4 (той. 2”), 


а? == 4 (той. р"), 


Л Е И ам Ил. 


а? ==4 (шой. р"). 


Но чтобы каждое изъ нихъ было возможно, для этого необ- 
ходимы такія условія: 


0 = 1 (104. 4), если т = 2; 


0 == 1 (той. 8), если т > 2; 


0-0-0 
Ру Р» | Ри 
Если они выполнены, то число рБшеній перваго сравненія (2) 
равно З 
2, 
гдБ с = 0, 1 или 2, смотря по тому будетъ ли м < 2, т = 2 
или т >> 2; что касается остальныхъ сравненій (2), то каждое 


изъ нихъ будетъ имфть по два рБшенія. СлБдовательно по тео- 
ремЪ 2° 42 число вевхъ корней сравненя (1) равно 


97 тл 


67. Обозначивъ, какъ въ предыдущемъ номерЪ, чрезъ / 
какое нибудь сложное число 


ть тр 


а. р, 


а чрезъ 4 какое угодно число, простое съ Е, мы возьмемъ во 
вниманіе рядъ 


РАТОР 1,2,0,...6—1, 


состоящий изъ всБхъ чиселъ < и простыхъ съ #. Каждому 
изъ этихъ чиселъ, напримфръ с, соотвфтетвуетъ нћкоторое 
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число б, содержащееся также въ ряду (1) и удовлетворяющее 


условію » 
ар == 4 (той. №). 


Такія числа какъ а и 6 опред$ляются вполн одно другимъ 
и могутъ быть названы взаимно сопряженными; но бываютъ 
числа, которыя сопряжены сами съ собой: это корни сравненія 


а? == 9 (04. Г). 


Поэтому между (1) сл$дуетъ различать двоякія числа: однЪ 
не равны своимъ сопряженнымъ, другія, напротивъ, сопряжены 
сами съ собой. 

Числа перваго рода мы сгруппируемъ попарно, по два 
сопряженныя; что касается до чиселъ втораго рода, то мы также 
сгрушируемъ ихъ попарно, но иначе, именно такъ, чтобы сумма 
чиселъ [и т въ каждой пар была равна К, 


14 т = |. 


Отеюда слБдуетъ, что произведеніе /т не будетъ сравнимо 
съ по модулю Е, какъ это имЪфло мБсто для пары чиселъ пер- 
ваго рода: теперь будемъ имЪть 


т = 1 (Е — 1) = — Р а 18 = — Р? (той. №); 


слБдовательно 
| т == — д (той. №). 
Если сравненіе 
2° = 9 (той. П) 


невозможно, то ве числа (1) суть перваго рода, и образуютъ 
5Ф(К) паръ, удовлетворяющихъ условіямъ 


ар == 9 

а, 6, = 9 
Оча ЯА. (той. №), 

0440. == 9 
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ГдЪ $ =1Ф(®). Отсюда, перемножая веБ сравненія, заключаемъ 
С .......1.а.. (6-1) 477 (шов. 5) 


здБеь первая часть представляетъ произведене вефхъ чиселъ 
< Е и простыхъ съ Ѓ. 
Если сравнеше 
2? == 9 (той. К) 


возможно, то корни его, число которыхъ есть 2°", представ- 
ляютъ веБ числа втораго рода въ (1); они образуютъ 2"! 


паръ (т, 1); (т, 1);..., удовлетворяющихъ условіямъ 
ті == — 
т.і, == — 
а И ао (тоа. А), 
т р == -=.0 
гдъ И 5 ‚РА 


Что касается чиселъ перваго рода въ (1), то они образуютъ 
:Ф(®) — 7 паръ, удовлетворяющихъ условіямъ 


гдБ = 59(0) —]. 
Перемножая между собой веБ сравненія въ зву хъ поелБд- 
нихъ группахъ, получаемъ 


(3)...1. а...(6—1) = (—1)2*° 490 (той. 0); 


здБсь первая часть представляетъ произведеніе всфхъ чисель 
< Е и простыхъ съ Ё. 
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Итакъ, во всякомъ частномъ случаф имфетъ мЪето (2) или (3), 
смотря по тому, будетъ ли 4 квадратичнымъ невычетомъ или 
вычетомъ числа &. Изъ (3) выводимъ, дфлая 4 = 1, 


В 1.4...@—1) =(—1) 


9"+6— 


! (шой. №), 
что приводитъ къ слБдующей теоремв Гаусса. 


Теорема 1. Обозначимг для сокращенія чрез П произведеніе 
встав чиселг < в и простытг сг К. 

Если Е есть степень простало нечетнало числа, или удвоен- 
ная степень простало нечетнало числа, или Е = 2, или Е = 4А, — 
во всъхь этихь случаяхь имъемь 


П = — 1 (той. А). | 
Вх остальныхь случая, напротив, 
П == 1 (тоа. №). 


Теорема эта представляетъ очевидно обобщеніе извфстной 
теоремы Вильсона. 
Принимая во вниманіе (4), изъ (2) и (3) выводимъ 


1900 = (— 1)" * (шой. 0), 


419 = 1 (шой. К). 


Первое изъ этихъ сравненій требуетъ, чтобы 4 было квадра- 
тичнымъ невычетомъ числа №, второе, напротивъ, требуетъ, 
чтобы 4 было квадратичнымъ вычетомъ относительно #. Оба они 
совпадаютъ между собой, если пс >> 1; напротивъ, они су- 
щественно различны, если т ~ с = 1. Это приводитъ къ такой 
теорем%. 


Теорема 2. Если № есть степень простат нечетнало числа, 
или удвоенная степень простало нечетнало числа, или Е = 4, — 
во всъхь этих случаяхь имњемг одно изъ двух: 
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9:°® = 1 (той. №) 
или 


д9 == — 1 (шой. №), 


смотря по тому будетг ли 4 квадратичнымг вычетом или не- 
вычетомз числа К. 

Вг остальныхь случаях, каково бы ни было число 4, вседа 
имњемг 


д2 == 1 (шой. №. 
Отсюда, какъ прямое слБдствіе, получается сравненіе 
а?® == 1 (шой. №) 


для всякаго / и всякаго 4 простаго съ А. Это извБстная теорема 
Эйлера. 
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ГЛАВА УП. 


О сравненіяхъ высшихъ степеней. — Двучленныя еравненія. 


$ 1. Теорема Лагранжа, 


68. Въ предшествующихъ главахъ (и? 42, 63) было пока- 
зано, какимъ образомъ рБшеніе сравненія со сложнымъ моду- 
лемъ приводится къ рБшенію н$сколькихъ сравненій, каждое 
съ простымъ модулемъ. Къ этому слБдуетъ прибавить, что важ- 
нйшіе и самые любопытные результаты, добытые въ теорій 
сравненій, относятся къ случаю, когда модуль простой. Вотъ 
почему въ дальнфйшемъ изложени мы ограничимся простымъ 
модулемъ, и каждый разъ, когда придется дЪфлать отступлеше 
отъ этого предположенія, мы будемъ оговариваться. 


Теорема. Число корней сравненія не превышаетв ею степени. 


Для сравненій первыхъ двухъ степеней справедливость тео- 
ремы вытекаетъ прямо изъ того, что было доказано въ преды- 
дущихъ главахъ. 

Допустивъ, что теорема справедлива для всякаго сравненія 
(п — 1)-ой степени, мы покажемъ, что она справедлива и для 
всякаго сравненія 7-ой степени; очевидно, что такимъ образомъ 
справедливость теоремы будетъ доказана вполнф. Такъ какъ для 
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невозможнаго сравненія справедливость теоремы очевидна, то 
можно ограничиться предположеніемъ, что сравненіе 


в... А + А '-н...- А, == 0 (той. р) 
1 п 


ВОЗМОЖНО. 
Обозначивъ чрезъ а какой либо изъ его корней, раздБлимъ 
Функцію 
Ка) = Аа" + Ауа а... А, 


на 2 — а. Изображая частное чрезъ ф(х), имБемъ тожество 
Га) = (+ — а) ф(2) - Ка, 

велфдстве чего сравнеше (1) можно написать такъ: 

Е... (2 — а) (2) + Ка) = 0 (той. р). 


Но по предположенію имфемъ 


К(а) == 0 (тоа. р); 
поэтому сравнеше (2) равносильно слБдующему: 


аа | .. (2— а) ф(х) = 0 (той. р). 


Всякое значеніе х, удовлетворяющее (3) и не сравнимое 
съ а по модулю р, должно удовлетворять сравненію 


ТЕРРО Ф(2) == 0 (той. р); 


слБдовательно всЪ корни сравненія (1), отличные отъ @, будутъ 
корнями сравненія (4). Но посл$днее сравненіе, будучи степени 
(п — 1)-ой, не можетъ, по предположенію, имфть болђе ж — 1 
корней; слБдовательно сравненіе (1) не можетъ имфть болфе 
т —1 корней отличныхъ отъ @, а потому число вефхъ его кор- 
ней вм®стБ съ а не можетъ превышать п. Что и слБдовало 
доказать. 
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Слдствіе. Если сравненіе 
Ах" + Ауа" 4...4 А, == 0 (шой. р) 


по виду п-ой степени имъеть болње т корней, то вст коеффи- 
ойенты А, А,,. . . А, длятся на р. 
Въ противномъ случа мы имфли бы сравнеше степени не 
выше п, которое имло бы болфе м корней, что невозможно. 
Такъ, наприм®ръ, сравненіе 


(5) 57 '—1— (0—1) @—2)...@&—р-+1) = 0 (шой. р) 


по виду есть (р — 2)-ой степени; между тфмъ ясно, если при- 
нять во вниманіе теорему Фермата, что ве числа отъ 1 до р — 1 
удовлетворяютъ ему. Поэтому коеффхищенты у различныхъ сте- 
пеней 2 въ первой части (5) дЪлятся на р, и мы можемъ написать 


ДР 1—= (2—1) (2—2).:.(&— р) --рЕ®, 


гдБ Р(х) изображаетъ цфлую Функцію съ цфлыми коеФФиціен- 
тами. Такимъ образомъ съ помощью теоремы Лагранжа полу- 
чается прямо равенство, доказанное нами на страниц 88. Пола- 
гая въ немъ 2 = 0, получаемъ теорему Вильсона. 

При сложномъ модул теорема Лагранжа иногда имфетъ 
мЪфсто, иногда не имЪетъ; это видно уже для сравненій первыхъ 
двухъ степеней. 

Перейдемъ теперь къ изложенію новаго начала, весьма важ- 
наго въ общей теоріи сравненій, которое приведетъ насъ вновь 
къ теоремЪ Лагранжа. 


$ П. Разложеніе функцій на множители по данному модулю. 
0 хункшяхъ неприводимыхъ по данному модулю, 


69. Дв хункщи съ цфлыми коеФФиціентами 
п 
(2) = 0+ ах... нах, 


(0) = 0,2... 0 2" 
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называются сравнимыми по модулю р, если соотв$тствующие 
коеФФиціенты въ ихъ выраженіяхъ сравнимы, то есть, 


а, 


см 

> 
= 
75 


. а == 0, (той. р). 


Тогда пишутъ 


Ў) = (а) (пой. р), 


и сравненіе такое называютъ тожественнымг. 
Если всЪ коеффищенты въ выраженіи Функціи 


Ка) = аљ 2... аа" 


дБлятся на р, въ такомъ случа говорятъ, что Функція Ѓ(2) 
сравнима съ нулемъ по модулю р, и выражаютъ это тожествен- 


нымъ сравненіемъ 
[(2) == 0 (тоа. р). 


Очевидно, что тожественному сравненію удовлетворяетъ вся- 
кое число 2; но нельзя утверждать обратное; такъ, сравненіе 


ХР — д == 0 (той. р) 


удовлетворяется всякимъ числомъ, а между тБмъ оно не тоже- 
ство. 

ДвБ хункщи, сравнимыя порознь съ третьею, очевидно 
сравнимы между собою. Поэтому веъ Функши сравнимыя съ 
одной какой нибудь Функціею / (2), составляютъ особый классъ 
Функцій сравнимыхъ между собой, каждая съ каждой. Такія 
Функціи мы согласимся не считать за различныя. 

Въ выраженіи Функціи, разсматриваемой по модулю р, коеф- 
Фиціенты могутъ быть соотвЪтственно зам$няемы какими угодно 
ихъ вычетами; вслБдствіе этого всякую Функцію можно при- 
вести къ такому простфйшему виду, гд$ числовая величина каж- 
даго коеФФиціента будетъ < р или даже < Е, если только р >> 2. 


Наибольшая степень перемннаго 2 въ выраженіи [ (2), у 
п. 13 
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которой коефФиціентъ не длится на р, называется степенью 
Функц [(<) по модулю р. Такъ, наприм®ръ, степень хункщи 


102? — 2а? + 72 — 4 


по модулю 2 есть 1; по модулю 5 есть 2; по модулю 7 есть 3. 

Степень Функціи по модулю р очевидно равна абсолютной 
степени Функціи въ ея простБйшемъ вид. Для предыдущей 
ФУункщи имфемъ такія тожества: 


102? — 22? + 72 — 4 == (то. 2), 
1022 — 24? + 72 — 4 == 8а? — 2х + 1 (той. 5), 
102° — 2а? + 72 — 4 == 3а? — 2а? ~ 3 (той. 7). 
Функція нулевой степени въ простфйшемъ своемъ выраже- 
ній приводится къ одному изъ чиселъ 0, 1, 2,...р —1, если р 


означаетъ модуль. Всякая Функція первой степени по модулю р 


приводится къ виду 
аг +, 


причемъ а и 6 могутъ имфть слБдующія значенія: 
а= 1, 2, 3,...р— 1, 
0102... 9. 


СлБдовательно число различныхъ Функцій первой степени по 
модулю р есть р(р — 1). 
Веф представители Функцій второй степени получаются изъ 


Формулы 
аа? - Ва: 4 с, 


давая для а, б, с значенія 


а== Ш, 3,.. ВЫ 
һ=—.0,.1,.2,...0—1, 
ао... 


слфдовательно число такихъ Функцій равно (р — 1). 
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Вообще, число различныхъ Функцій 7-ой степени по модулю р 
есть р"(р— 1). 

70. Изъ первыхъ четырехъ дБйствій надъ Функціями, по 
модулю р, особеннаго поясненія требуетъ только дБленіе; имъ 
теперь мы займемся. 

Д%лить по модулю р Функцію степени %®, 


Го) = Ат" -н Ауа" а... А, 
на Функцію степени т < 7, 
Е) = Ва" -н Вх" "+... В,, 


значить искать такую третью Функцію ф(х), чтобъ разность 
между произведеніемъ Е(2)Ф(2) и хункщей [(2) по модулю р 
была степени ниже 2%. 

Функція ф(х) называется частнымъ, а разность 


Ка) — Ра) ә(а) = (0) 


остаткомъ отъ дБленія по модулю р Функціи Ѓ(2) на Е ($). 

Прежде всего сл$дуетъ здБеь доказать, что не можетъ суще- 
ствовать двухъ рБшеній. Но убфдиться въ этомъ очень легко. 
Допустивъ, что существуетъ два частныхъ Ф(2) и $. (2), различ- 
ныхъ по модулю р, мы будемъ имфть двъ Функціи 


а) = 10а) — а) 60) (шой. р), 
7, (2) == (20) — Е(@) Ф, (2) (шой. р) 
каждая степени ниже 7 по модулю р, разность которыхъ будетъ 
представлять Функцію также степени ниже 2 по модулю р. 


Вычитая послБднія два сравненія одно изъ другаго, получаемъ 
тожество 


(1).... (2) — ә, (2) == Е (а) ($, (4) — Ф(2)) (той. р), 


вторая часть котораго представляетъ Функцію степени не ниже 2, 


ибо разность Ф, (2) — Ф(2), по предположенію, не сравнима съ 
13* 
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нулемъ; между тБмъ первая часть есть Функція степени ниже 27. 
Поэтому сравненіе (1) не можетъ быть тожественнымъ, и пред- 
положеніе существованія двухъ различныхъ частныхъ невоз- 
можно. 
Для опред$лен1я частнаго и остатка слБдуетъ поступать такъ: 
Если коеффищентъ В въ дБлителЂ не равенъ 1, мы найдемъ 
число В’, которое удовлетворяло бы сравненію 


ВВ = 1 (той. р), 
И ПОЛОЖИВЪ 


ВЕ) = 2" + В." ‘+... В, (той. р), 
будемъ дБлить Функцію (2) на Функцію 
В. (а) = 2" Вх"... В, 


по обыкновенному алгебрическому правилу съ добавленіемъ 
однако, что въ получаемыхъ остаткахъ каждый коефФФиціентъ 
дозволяется замфнять какимъ угодно его вычетомъ по модулю р. 
Әтимъ можно воспользоваться такъ, что числовыя величины 
коеФФиціентовъ въ остаткахъ не превзойдутъ никогда р или 
даже 2. Когда дойдемъ до остатка (2) степени ниже т, дЪй- 
стве будетъ окончено. Обозначивъ частное чрезъ Ф, (2), мы за- 
мфчаемъ, что коеффищенты въ Ф, (2) будутъ цфлыми и при томъ 


будемъ имЪфть равенство слБдующаго вида: 
Ка) = (а) Ф (0) = (0) + рф(а). 


ЗдЪеь рф(2) изображаетъ цфлую Функцію съ коеффищен- 
тами дфлящимися на р; она произошла отъ дозволенной замЪны 
коеФФиціентовъ въ остаткахъ ихъ вычетами по модулю р, и вы- 
раженіе ея, конечно, будетъ зависфть отъ того, какъ мы вос- 
пользовались этимъ правомъ измфненя значеній коеФФиціентовъ. 
Но во всякомъ случаъ послБднее равенство можно написать въ 
видБ такого тожественнаго сравненя 


Га) = Е, (к) $, (а) + г(+) (той. р). 
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Отсюда, замфчая, что 1 = ВР’ (той. р), выводимъ 
[@) = ВЕ, (0) · ВФ, (2) 4 (2) (той. р). 
Изъ тожественнаго сравненія 


Е, (2) = В'Е(@) (той. р) 
ВЫВОДИМЪ 

ВЕ, (2) == Е (4) (той. р); 
слБдовательно 


Га) = Е(а) · ВФ, (2) 4 т(2) (той. р). 
Называя для сокращенія 


ф(2) = В’, (2), 


получаемъ 
Ии, . Г(х) == Е(®) ф(х) + (2) (той. р). 


Результатъ этотъ показываетъ, что Функци ф(х) и 7(2), 
полученныя вышеуказаннымъ способомъ суть искомыя, именно, 
первая составляетъ частное, вторая остатокъ отъ дБленія по 
модулю р хункщи [(5) на Е (2). 

Если случится, что всф коеФФиціенты въ выраженіи остатка 
7(х) длятся на р, то сравнеше (2) приметъ видъ 


_ УАВОВНЕ (а) = Е (@) $(2) (той. р). 


Тогда говорятъ, что по модулю р Функція [(2) дБлится безъ 
остатка на Е(2), или, что Е (5) есть дБлителемъ Функціи [ (2). 


Примюрз. Чтобы раздфлить по модулю 17 Функцію 
= ба? — 7а? + 5а? — 653 
на 
Е= 834? + 752—1, 


мы умножаемъ предварительно дБлитель на 6; получаемъ 


6 == 1? + 82 — 6 (той. 17). 
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ЗатБмъ дфлимъ [ на Функцію 2? -н 82 — 6 


ба — "74 4 ба — бу- 3 а? 4 82 — 6 
и АЧ, 3 9 ВЕЕ 
52° — 402 + 305 А В 4 
— 472-857 -— 65-3 
БЕ О. пресе 1 бо. 3 
— 4929—3272 4 245 


— 317-187 3 
== 3124- х-- 3 
— 807—847 18 


— 235-21 
==117-н 4. 


ЗдБеь каждый остатокъ вьшисанъ два раза: въ первона- 
чальномъ его вид и затЪмъ въ простфйшемъ вид. Результатъ 
дБленія выражается тожественнымъ сравнешемъ 


Ё == 6Е (57 + 42 -н 3) + 112 4 (шой. 17) 
или, проще, 
Ё == (132 + 72 1) + 112-4 4 (пой, 17). 
Отсюда видно, что искомое частное есть 
1342 4 72-1, 
а остатокъ 


112 +- 4. 


71. Обозначивъ чрезъ а какое угодно число не дБлящееся 
на р, а чрезъ а’ другое число, удовлетворяющее условію 


аа = 1 (той. р), 


мы замфчаемъ, что, какова бы ни была Функція ў(2), всегда 
имфетъ место тожество 


Ёа) == аа Га) (шой. р). 
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Это показываетъ, что а есть дБлитель Функціи (2) по мо- 
дулю р. СлБдовательно всякое цфлое число, не дЪлящееся на 
модуль, дБлитъ по этому модулю всякую Функцію; такъ что, по 
отношенію дБлимости Функцій по модулю р, каждое изъ чиселъ 
1, 2,...р— 1 играетъ такую же роль, какъ единица. 

Если Функція (2) дфлитъ (2), то, каково бы ни было 
число а, если только оно не дФлится на р, произведеніе аЁ (2) 
будетъ также дфлить Функцію /[ (2). СлБдовательно, когда рЪчь 
идетъ о дБлимости одной Функціи на другую, можно не обра- 
щать вниманія на числовые множители дБлителей; ихъ можно 
вводить или откидывать, смотря по желанію, и всегда можно 
предположить, если это понадобится, что въ выраженіи дБлителя 
т-ой степени коеФФиціентъ у 2" равенъ 1. 

Большаго вниманія заслуживаетъ слфдующая теорема. 


Теорема. Если произведеніе (2) | (х) сравнимо сг нулемз по 
модулю р, то по крайней мърњ одна изь функцій |а), Ё(х) 
сравнима сг нулем по тому же модулю р. 

На самомъ дфлБ, допустимъ, что ни одна изъ Функцій (2), 
Ѓ.(2) не сравнима съ нулемъ по модулю р; тогда, пренебрегая 
членами, коеФФиціенты которыхъ дфлятся на р, мы могли бы 
ПОЛОЖИТЬ 

Ка) = ааг +. . 


4 


Г) = 60". .., 


гдБ т и т изображаютъ степени /(2) и [(2), и поэтому п > 0, 
т2 0, при томъ ни а ни 6 не дБлятся на р. Внося эти выра- 
женія въ сравненіе Ё (2) [(2,) == 0 (то. р), получаемъ 


тп 


а" "4... == 0 (той. р),. 


откуда заключаемъ 
ар == 0 (той. р). 


Но это невозможно, ибо ни а ни № не длится на р; слБдо- 
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вательно и то невозможно, чтобы ни одна изъ Функцій ү (2), [(х) 
не была сравнима съ нулемъ по модулю р. 

72. Къ вопросу объ общихъ дБлителяхъ по модулю р двухъ 
какихъ нибудь данныхъ Функцій примфняется непосредственно 
принципъ Эвклида; велБдетвіе этого получается возможность 
составить основанія теоріи дфлимости Функцій по данному мо- 
дулю. 

Возьмемъ дв$ Функціи /(2) и А(2), изъ коихъ вторая сте- 
пени не выше первой, и раздфливъ по модулю р Функцію {(2) 
на (2), обозначимъ частное чрезъ 0,, а остатокъ чрезъ с, 7, (2), 
предполагая при этомъ, что коефФиціентъ у наивысшей сте- 
пени 2 въ 7, (2) равенъ 1, и что число с, не длится на р. Зат$мъ 
раздБлимъ по модулю р Функцію Ё(2) на 7, (2); частное обозна- 
чимъ чрезъ @,, а остатокъ чрезъ с, 7,(2), при чемъ с, не дБ- 
лится на р, а коеффиціентъ у наивысшей степени 2: въ 7, (2) 
равенъ 1. Посл этого раздлимъ 7, (2) на 7, (2), и будемъ про- 
должать такимъ образомъ дЪйствовать до тфхъ поръ, пока не 
дойдемъ до осталка тожественно сравнимаго съ нулемъ. 

Пусть въ ряду полученныхъ остатковъ с, 7, (2) изображаетъ 
послБдній; степень ғ, (2) можетъ равняться нулю, тогда ғ, (2) = 1; 
для отличія обозначимъ ғ, (2) буквою Г, и напишемъ рядъ то- 


жествъ 
Га) == Е(а) @, + с, 71 (2) 


Е (2) == 7, (2) (©). + с, 7.(5) 


"5 (2) ==, 1(0) Ө, ер 


‚т, (@) = Р, 


Умножая обв части каждаго изъ нихъ соотвфтетвенно на 
числа с, с,,...сС,, 1, удовлетворяющія условіямъ 


—_— ——— — / —— ==. 
сс == СС. ==. . 6,6 (той. р), 
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получаемъ 
с (а) == с, Е(@) 9, + и, (2) 
с,Е(2) = 6.7, (2) 9, 7, (2) 
о 
бт, (1) == 60" (0) 9, + В 
гла) == 0%, ,, 


Въ епстем% (1) съ помощью послБдняго сравненія изъ пред- 
шествующихъ можно исключить ғ, „(2). ПослБ этого предпо- 
слБднее сравнеше дастъ возможность исключить изъ предше- 
ствующихъ сравненій Функцію ғ, _,(2). Продолжая такимъ обра- 
зомъ исключать послфдовательно 7„_.(2), 7„_,(2),..., мы на- 
конецъ дойдемъ до третьяго сравненія, ути дастъ возмож- 
ность исключить изъ первыхъ двухъ остатокъ 7, (2); тогда эти 
послБднія сравненія представятся въ такомъ вид: 


Г а) = 0р | 


1. 
ушт ыы 


гдБ О и У изображаютъ цфлыя Функціи съ цфлыми коеФФи- 
ціентами. 

Переходя теперь къ систем (2) мы замЂчаемъ, что первое 
сравненіе позволяетъ исключить изъ остальныхъ остатокъ 7, (2). 
Посл$ этого второе сравнеше дастъ возможность исключить 7, (2) 
изъ послБдующихъ сравненій. Продолжая такимъ образомъ по- 
слБдовательныя исключенія, дойдемъ наконецъ до (м —1)-го 
сравненія, которое дастъ возможность исключить изъ двухъ 
послБднихъ сравненій остатокъ 7, (2). Тогда предпослднее 
сравненіе приметъ очевидно такой видъ: 


(4)........ Ха) + УЕ@ = Р (той. р), 


гдъ Х и У изображаютъ цфлыя Функціи. 
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Изъ (4) слБдуетъ прямо, что всякій общий дфлитель по мо- 
дулю р Фхункшй [(2) и Е (<) будетъ также дБлителемъ Р; изъ (3) 
вытекаетъ обратное предложеше: всякій дЪфлитель Г есть 0б- 
щий дфлитель Функцій (2) и Е(2). Функція Ш) называется по- 
этому общимъ наибольшимъ дБлителемъ по модулю р Функцій 
Га) и Р(а). 

Если Р = 1, въ такомъ случав Функціи (2) и Е(2), кромЪ 
очевидныхъ общихъ дфлителей 1, 2, 3,...р— 1, другихъ не 
имБютъ; тогда говорятъ, что онБ взаимно простыя по модулю р. 

Зная, какъ находить общій наибольшій дфлитель двухъ Функ- 
цій, мы тфмъ самымъ знаемъ, какъ найти общій наибольший | 
дЪлитель какого угодно числа Функцій по данному модулю. 

Изъ всхъ Функцій, дЪлящихся по модулю р на об$ хункци 
Га) и Е(х), та, степень которой самая низкая, называется наи- 
меньшимъ кратнымъ {(2) и Е (2) по модулю р. Она опредфляется 
по ФормулБ 


М ты (тоа. р). 


Относительно Функцій взаимно простыхъ по модулю р сохра- 
няютъ справедливость всБ основныя теоремы, относящіяся къ 
взаимно простымъ числамъ, именно: 


1°. Если КФ) и Е(®) суть взаимно простыя по модулю р, 
то существуют дењ иълыя функщи Х и Т, удовлетворяющія 
сравненію 

Хү) + УЕ@) = 1 (той. р). 


2°. Если каждая изг функцій р (+), (2), . . . Ё, (2) есть про- 
стая сз Е(т) по модулю р, то произведеніе [ (2) (2). . .Ї,„(2) 
представляет функию простую св Е (2) по модулю р. 


3°. Если функція (2) дљлится по модулю р на каждую изъ 
функиій Ру(а), Р.(а),. . .Р, (2), а эти послњднія суть простыя, 
каждая относительно каждой, то |(х) дљлится по модулю р 
на произведеще Е (2) Р.а). . . Е, (2). 
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73. Если Функція не имфетъ по модулю р другихъ дБлителей 
кромЪ самой себя и 1, 2, 3,...р— 1, то ее называютъ непри- 
водимой по модулю р. 

Если Функція (2) неприводима, то при всякомъ числ а, 
не дБлящемся на р, произведеніе а(х) представить Функцію 
также неприводимую по модулю р. По отношенію къ неприводи- 
мости, какъ характеристической черт, мы согласимся не счи- 
тать за различныя такія функцій, которыя отличаются между 
собою только постоянными множителями. 

ПростБйшія неприводимыя Функціи суть первой степени, 
именно: 

2; 21, #2; ИЕР, 
а въ случа р = 2: 
2, 2—1. 


Неприводимыя функцій, по отношенію къ другимъ Функ- 
ціямъ, разсматриваемымъ по модулю р, играютъ такую же роль, 
какъ въ ариөметик простыя числа. Мы не станемъ повторять 
здЪсь извЪетныхъ доказательствъ; ограничимся только перечис- 
леніемъ основныхъ предложеній. 


1’. Если троизведеніе [(%) [(2)...[,(2) дълится то мо- 
дулю р на неприводимую функцію [(2), то по крайней мњрњ 
одинё изг множителей (а), [(2),. . . Т, (2) дълится по модулю р 
на (2). 


2°. Всякая функція разлатается по модулю р на произве- 
деніе неприводимых множителей одним только образом. 

3°. Для тою чтобы функція (2) дълилась по модулю р 
на Е(х) необходимо и достаточно условіе, чтобы каждый изг 
неприводимыхь множителей, входящихть вг состав? Е (2), входилг 
въ состав (х) сг показателем не ниже чњм въ Е($). 

Нахожденіе общаго наибольшаго дфлителя равно какъ и 
наименыпаго кратнаго нфсколькихъ Функцій, по модулю р, съ 
помощью разложенія этихъ Функцій на неприводимые множи- 
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тели, совершается такимъ же образомъ, какъ для цфлыхъ чи- 
селъ, которыхъ составъ извфетенъ. 

74. Разложеніе какой либо Функціи на неприводимые мно- 
жители 


Ќа) = Р," Р"... Р" (пой. р) 


можетъ быть всегда выполнено посредствомъ конечнаго числа 
дБйствій. Это очевидно, ибо число различныхъ Функцій по мо- 
дулю р, степень которыхъ ниже ®, конечно. Обозначая соотвфт- 


ственно чрезъ п, п, %.,... степени хункшй / (2), Р,, Р,,..., 
имфемъ 
п—=т 9, т.п... т, п... 
Для опредфленія Р,, Р,,..., въ случа$ если одно изъ чи- 


сель р или я довольно значительно, приходится испытывать 
огромное число Функцій. Были дфланы попытки для устраненія, 
хотя бы отчасти, этого неудобства, но мы не станемъ вдаваться 
здфеь въ изысканія этого рода. 

Неприводимые множители Р,, Р.,..., входящие въ составъ 
Функши (2), слБдуетъ различать на простые и кратные, смотря 
по показателямъ 7, %,,. . . Сообразно этому и вопросъ о раз- 
ложенши Функціи на неприводимые множители можно раздФлить 
на два: объ отыскивани кратныхъ неприводимыхъ множителей 
и, второй, объ отыскиваніи простыхъ неприводимыхъ множите- 
лей. Первый изъ нихъ приводится ко второму, такъ что разло- 
жене данной Функціи на неприводимые множители окончательно 
всегда приводится къ разложенію одной или нБеколькихъЪ Функ- 
цій, не им5ющихъ вовсе кратныхъ неприводимыхъ множителей. 

Но прежде, чБмъ это доказать, провБримъ справедливость 
слфдующей леммы. 


Лемма. Какова бы ни была функція [(5), вседа имљетг 
мњсто тожество 


Ра)" == 002") (той. р). 
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ДуЪйствительно, допустимъ сначала, что Функція [(2) есть 


первой степени 
Ё) =а + 0,2; 


въ такомъ случаћ находимъ 
р(р—1 — 
Ка)? = а? 2а? ‘ат 4-20) Раздз... а аРа?. 


1.2 


Замфчая, что всЪ коехфищенты во второй части, за исклю- 
ченіемъ двухъ крайнихъ, длятся на р, мы можемъ посл5днее 
равенство написать въ видЪ сравненія такъ: 


Кар == аР а а? 2? (той. р). 
Но по теорем Фермата имЂемъ 


Рр ИА 
аР == а; а? == а, (той. р); 


слБдовательно 

Га)? == а, + а, 2? (той. р), 
ИЛИ 
АРАТА (2)? == (2?) (той. р). 


Допустимъ теперь, что сравненіе (1) доказано для всякой 
Функціи /(2) п-ой степени, и примемъ во вниманіе какую угодно 
Функцію (ә ~ 1)-ой степени 


К) = а,+ 412+... ља" а 2. 


Обозначивъ чрезъ ф(2) Функцію 


Ф(2) = а, + 024... нах 
имфемъ 
79 т 
Ѓ(2) тез Ф(2) РЕ аал т } 
откуда выводимъ 


О)? = (2)? ~ г. фан... а? 2". 
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Равенство это можно написать въ вид сравненія 
Г)? == (0)? а-а? 29 (той. р). 
Но по предположенію имфемъ 
Ф(2)? == (2?) (шой. р), 


а по теорем Фермата 


а? 


п} = аа (шой. р); 


слБдовательно 
КО)? == ф(2?) а, 22" (шой. р), 


или, одно и то же, 
Иер == (а?) (шой. р). 


Итакъ, сравненіе (1), будучи справедливымъ для Функцій 
т-ой степени, оказывается справедливымъ и для функцій (0+ 1)-ой 
степени. А такъ какъ оно уже доказано нами для п = 1, то 
слБдовательно оно имфетъ место при всякомъ №. 

Возвышая теперь обЪ части (1) въ степень р, получаемъ 


Га)? == Кар) (той. р); 


внося въ 06% части того же сравненія (1) 2? на мфсто 2, полу- 


чаемъ 7 
Ё)? == (а? ) (той. р). 


Сличая послднее сравнеше съ предыдущимъ, заключаемъ 
) 2 2 
а Га)? == Их?) (той. р). 
Возвышая 06% части (2) въ степень р, получаемъ 


Ќа)? == Га?) (шой. р); 
но изъ (1) выводимъ 


Ка?) == Ка) (той. р), 


мимлм.гсп.ога.р| 


— 207 — 


слБдовательно 
Те Ив)" == (22°) (той. р). 


Продолжая дБйствовать подобнымъ образомъ далЪе, мы при- 
ходимъ къ общей ФормулБ 


Ра)" == а") (шой. р). 


Что и слБдовало доказать. 

75. Возвращаясь къ разложенію Функціи на неприводимые 
множители, мы обратимъ вниманіе на составъ общаго наиболь- 
шаго дфлителя Г функцій 


ТЕТУ Ќа) == Р," Р"... Ве (той. р) 

и ея производной 

а руъта. „Риа РР,:. Рт, Вакар, 
-т. РР... | (той. р). 


Если т, не дБлится на р, то Р, войдетъ въ составъ Р съ 
показателемъ 20, — 1, ибо тогда Функція въ скобкахъ во второй 
части не дБлитея на Р,; напротивъ, если 22, длится на р, то Р, 
войдетъ въ составъ Г съ показателемъ %,. Сказанное прим%- 
няется ко вемъ прочимъ множителямъ Р,, Р.,... | 

Если т, = "==... = т, = 1, то Функціи (а) и [(@) 
относительно простыя; тогда Р = 1. 

Положимъ, вообще, что въ ряду показателей т, %,,. . .%, 
число такихъ, которые длятся на р, равно $. Обозначивъ ихъ 
чрезъ 20,, %.,...т;, имфемъ 


т=п, р, т. —".р,...т,—=т;р, 
— Тр рт, —1 рт 9—1 т у 
Ө). ... р = 0? Рун Р, „Ре (шой. в), 
при чемъ 

О == Р,№ Ри. , . Рл“ (шой. р). 
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Если согласимся обозначать соотвфтственно чрезъ Х,, 


Х,,...Х, произведеше тБхъ Функцій въ ряду 
аат Раз. а .Р,, 
которыя въ составъ (х) входятъ съ показателемъ 1, 2,...К, 


то сравненія (1) и (2) можно написать такъ: 


ВЕ... хех М, 
Ш... = І, Ха, аа.) 
Въ случаЪ, еслибы ни одинъ изъ показателей 7, %,,. . .%, 


не дфлился на р, слБдовало бы положить 0 = 1; въ случа$ от- 
сутствія простыхъ неприводимыхъ множителей мы имфли бы 
Х, =1ит. д. Х,, Х,,... всегда изображаютъ 1. 

Называя чрезъ Г, общій наибольший дБлитель по модулю р, 
составленный для Функціи Ш) и ея производной 0’, имфемъ по 
Формул% (4) 


т Р”, = 0РХ,Х}...Х, * (шой. р). 

По той же ФормулБ общий наибольший дфлитель функцій П, 
и ГР, выражается такъ: 
СОЛОМУ В.=0?Х,...Х, " (000.0). 

Такъ поступая далфе, дойдемъ наконецъ до Функціи 
РОУ 7 Р), == О? (той. р), 


производная которой по модулю р сравнима съ нулемъ. 
Опредфливъ Функціи Р, Р,,...Р, , по способу Эвклида, 
мы им%емъ Ё -+- 1 сравнений (3), (4),. . .(7), содержащихъ в + 1 
неизвфетныхъ 0, Х,, Х,,...Х,. 
На основани вышедоказанной леммы, изъ (7) заключаемъ, 
что въ выраженіи Функціи Ш), _, показатели у различныхъ сте- 
пеней х длятся на р. Полагая слБдовательно 


зи р 2р 
Рр ==а ај на -..., 
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изъ (7) выводимъ 
О = а, + 2 + а,а? а. . . (104. р). 


Найдя такимъ образомъ О, мы раздфляемъ каждую изъ 
Функщй / (2), Р, .,...Ш,_, на 0+, или, одно и то же, на 
Функцію` 

ана ат... 


Обозначая частныя, получаемыя при этомъ, чрезъ Е, Е,,... 
Е, _,, имемъ 
Г 9 е 9 


Жде гуа 
а Аа &—2 
Вы == Ве: 4 (той. р) 
В. гае Х, 


Раздфляя, по модулю р, Функцію Е на Е,, затфмъ Е, на Е,, 
посл этого Е, на Е, и т. д., и называя получаемыя при этомъ 
частныя чрезъ С, @.,...@,, имемъ 


С. = рр М 
оби Ре 
а. == ХХ, 
8, _, === Х, 


Наконецъ, раздБлимъ Функцію С на С, затБмъ С, на С., 
С, на С, и т. д.; получимъ рядъ частныхъ Н, Н,,...Н, ,, 


которыя будутъ равняться искомымъ Функціямъ Х,, Х.,...Х,. 
п. 14 
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Н = Х, 
Н. = Х, 
А (тоа. р). 
Н,_, ы "Же 
В, ==`Х, 


Разложеніе Функціп /(5) на неприводимые множители све- 
дено такимъ образомъ на разложеніе функцій Х,, Х,,...Х,, 0, 
изъ коихъ только послБдняя можетъ содержать въ своемъ со- 
ставБ равные неприводимые множители. Относительно этой 
ФУункщи мы можемъ поступать точно также, какъ поступали съ 
Функщей /(2), и очевидно, что окончательно вопросъ приведется 
къ разложенію такихъ только Функцій, которыя не допускаютъ 
кратныхъ множителей. 


Примњрг 1. Полагая р = 5, возьмемъ во вниманіе Функцію 
ѓ = 20194 29 — 00 — а — 2 — 24* 4 242-4 22 — 2 (тоа. 5). 
Производная ея выражается по ФормулБ 
= — 1? 4 247 — 25 4 94? 4 а? 4 2 (пой. 5). 
| Общий наиболышй дфлитель [и ѓ' равенъ 
О = а? — 2° — 2 — 24? + 22-4 2 (той. 5). 
Производная Функціи Р опредБляется Формулой 
30 = а 4 242 + 324-1 (той. 5). 
Общий наибольший дБлитель Р и Г)’ равенъ 


Р, = 30 == а + 242 30 4 1 (той. 5). 
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Далфе получаемъ 
== — 2 (ой. 5), 
Р”, = Г, = 25 — 2 (пой. 5), 
Р, == 0 (той. 5). 


Отсюда заключаемъ, что разложеніе Функціи ѓ на неприво- 
димые множители по модулю 5 можно представить такъ: 


= 15 Х, Хз Х} (шой. 5), 


при чемъ имфемъ 
С = х — 2 (той. 5). 


Для полученія другихъ множителей имфемъ сравненія 
О = 0° Х, Х,? (той. 5), 
Р, = 0° Х, (той. 5). 
Изъ нихъ дфлешемъ выводимъ 
Х, Х, Х, = ожа а? 4 22? + 22 — 1 (то. 5), 
ея. ее. (той. 5), 
Х, = т =2-н2 (шоа. 5). 


Отсюда, опять дфлешемъ, выводимъ 


Х = 2? + 2 | 
Х, = 1 (тоа. 5). 
Х, = 2+ 2 | 


СлБдовательно имфемъ 
Ѓ = (2 — 2) (а? + 2) (х-н 2)? (той. 5). 
14* 
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Примњрг 2. Полагая 


== 2 4 420? 4 627 — а -н 22 — 64 — 22 — 6а? 1—5 
(шо. 11), 


находимъ 
" = 0 + ба? — 4? — 4-2 


Р, = а? + 204-1 
(моӣ. 11). 
О. = + 1 
Р”, = 1 
Разложеніе Функціи { по модулю 11 представляется такъ: 
ѓЃ= Х,Х2 ХХ, 


Посл$довательнымъ дЂБленіемъ находимъ 


хх, а Ао 27 х-3 (той. 11), 
х, = р. = 194-32 2 (той. 11), 
Р б. = 1) =2--1 (той. 11), 
Х, = Р, = 0 4-1 (ой. 11). 
Отсюда получаемъ 
Х, = 22 — 47 +2 — 4 
Х. = 29-2 
Х, = 1 


(тоа. 11); 


Х, == 24-1 


слБдовательно 


Ё == (23 — 47 + 2 — 4) (2 -4- 2)? (2 4 1} (той. 11). 
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$ Ш. Новое доказательство теоремы Лагранжа. Пониженіе 
степени сравнения. 


76. Если Функція [ (12) неприводима по модулю р и степень 
ея выше единицы, то сравненіе . 


о... (а) == 0 (той. р) 


невозможно. Ибо допустивъ, что какое нибудь число @ удовлетво- 
ряетъ ему, мы будемъ имфть равенство 


Га) = (= — а) (2) - а, 


которое, на основаніи того, что [(а) == 0 (той. р), приводитъ 
къ тожественному сравненію 


Ка) == (2 — а) $(2) (шой. р), 


показывающему, что, по модулю р, Функція / (2) дБлится на 
х — а.. Но это невозможно по предположенію. 
Полагая, напротивъ, 


Ра) = Р," Р"... Р" (шой. р), 


гдБ Р,, Р,,... изображаютъ различные неприводимые дфли- 
тели Функщи /(2), мы замфчаемъ, что рБшеніе сравненія (1) 
приводится къ рБшенію отдБльно каждаго изъ слБдующихъ 
сравнений: 

Р, == 0 (точ. р), 


Р, == 0 (њой. р), 


Р, == 0 (шой. р). 


Изъ нихъ только тБ будутъ возможными, степень которыхъ 
равна 1; слБдовательно число корней сравненія (1) равно числу 
различныхъ линейных, дЪлителей Функціи (2х) по модулю р. 
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Если (2) не дфлится по модулю р ни на одну изъ Функцій 
1, 2—14—2,...5—р-+1, то сравненіе (1) невозможно. 
тт. Теорема. Число рљшеній сравненія 
(0) == 0 (шой. р) 


равно числу единицг, заключающихся вг степени обща наи- 
больииио дълителя О) функцій (<) и 2? — 2, составленнало по 
модулю р. Всъ эти ръшенія найдутся изг сравненія 


РБ == 0 (той. р). 


На самомъ дБлБ, по теорем Фермата извЪфетно, что 


сравненію 
а? — 1 == 0 (той. р) 


удовлетворяютъ числа 
ш 00, 15 ов 


поэтому Функція 2? — 2 дБлитея по модулю р на каждую изъ 


ФУНКЦІЙ 
2,2—1,2—2,...2—р+1, 


которыя просты между собою. Отсюда слБдуетъ, что 2? — 1 
дБлится на произведеніе (2 — 1)... (2—р + 1), то есть, 
имфемъ такое сравненіе: 


(1) 22—20 = 2(0— 1) (2 — 2). . .(2—р-+ 1) (юой. р). 
Оно было выведено нами раньше (2 68) съ помощью дру- 


гихъ соображеній; теперь оно послужитъ для доказательства 
занимающей насъ теоремы. Положивъ, что въ составъ Функщи 


в... Га) = Р," Р," ... Р" (шой. р) 


входитъ $ неприводимыхъ дБлителей первой степени, различныхъ 
между собой, мы обозначимъ ихъ чрезъ Р,, Р,,... Р,; тогда 
изъ (1) и (2) выводимъ 


0 = Р, Р,...Р, (той. р), 
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п очевидно, что сравненіе 
"Р == 0 (той. р) 


имђетъ ровно $ рБшеній, то есть столько, сколько единицъ за- 
ключается въ его степени. ВеБ эти р5шеншя удовлетворяютъ 


сравненію 
Ѓ(2) == 0 (той. р), 


которое не имфетъ другихъ рБшеній, кром этихъ. 
Такимъ образомъ наша теорема доказана. 


Слдетвіе 1. Число ръшеній сравненія не превышает ею 
степени. 

Ибо степень Функціи Л), какъ дфлителя [ (1), не можетъ пре- 
вышать степени [(2). 

Такъ мы получили вновь теорему Лагранжа. 


СлЪдств1е 2. Сравненіе [ (2) == 0 (той. р) только тода не 
имљетг рњшенія, кода функціи Ех) и 2? — 2 суть относи- 
тельно простыя по модулю р. 

Сл дств1е 3. Если степень [(х) равна или больше р, то 
сравненіе [(2) == 0 (той. р) можеть быть замънено сравненіемь 


Ф(2) == 0 (той. р), 


10% ф(2) есть остатокг отг дњленія, по модулю р, функиіи (2) 
на 2? — т. 
Ибо тожественное сравненіе 


К) == (2° — 2) Е(+) = $(2) (той. р) 


показываетъ прямо, что, по модулю р, общий наибольший д$ли- 
тель Функцій (2) и 2” — 2 есть тотъ же самый что и общій 
наибольшій дфлитель Функцій ф(2) и 2” — =, другими словами, · 
сравненія 


К?) = 0 (той. р) и (2) = 0 (той. р) 


имфютъ одинакія рБшенія. 
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Сл дств!е 4. Число ръшеній сравненія К) == 0 (той. р) 
тода только равно ею степени, кода функція 2? — 2, по 
модулю р, дњлится безг остатка на [ (а). 

Ибо тогда только степень общаго наибольшаго дБлителя 
Функцій 2? — 2 и (2) равна степени (2). 


Примърз. Возьмемъ сравнене 
27 — 7—1 == 0 (тоа. 13). 


Остатокъ отъ дфлешя первой его части на 218 — 2 есть 
42—72 —1. СлБдовательно оно можетъ быть замфнено такимъ: 


а — 70 — 1 == 0 (той. 13). 


Общий наибольшій дфлитель Функціи 22 — 72 — 1 и 21% — 2 
есть 28 + 32 — 5; поэтому окончательно наше сравнеше при- 
водится къ такому: 


а? + 82 — 5 == 0 (той. 13). 


Оно должно имфть два рБшенія, и на самомъ д®лБ находимъ, 
что числа 2 = 3 и 2х = 7 удовлетворяютъ ему; они удовлетво- 
ряютъ также и начальному сравненію. 


$ Ц. 0 двучленныхъ сравненіяхъ. 
78. Разсматривая двучленное сравненіе 
2° — 9 == 0 (той. р), 


_ мы будемъ предполагать, что 4 не дБлится на р. Въ противномъ 
случа сравненіе имфемъ одно только очевидное рБшеніе 2 = 0, 
и не представляетъ тогда никакого интереса. 

Принимая это къ свфдфню, мы докажемъ слБдующую 
теорему. 
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Теорема. Чтобы сравненіе 
2" ==4 (той. р) 


имло рьшеще, для этою необходимо и достаточно условіе 


10ъ 4 есть общий наибольший дълитель чисел п и р — 1. 
Если оно удовлетворено, то сравненіе имъетз ровно 4 рњ- 
шений, и можетз быть замънено сравненіемг 


2 == 4“ (той. р), 


1дљ и изображает число, удовлетворяющее условю 
т р — 1 
4% == 1 (00. —— ). 


Доказательство этой теоремы состоитъ въ простомъ прим%- 
неніи того, что было изложено въ предыдущемъ параграф. 

Прежде всего мы замфчаемъ, что общій наибольший дфли- 
тель Р функцій 2" — и 2” — < очевидно тотъ же самый что 
и Функцій 2° — 0 и 2” '—1. Но, обозначая чрезъ @ общий 
наибольший дБлитель чиселъ ® и р — 1, мы можемъ написать 


—1 
нае 


а — Чт = ("9 Һ(2), 


аа 1 (а ПЕ, 


гдБ / (2) и (2) суть цфлыя Функщи съ цфлыми коефхфФищен- 
тами. Отсюда, вычитая одно равенство изъ другаго, получаемъ 


р—1 
("9 (а) — (2 1—1) (0) =1—9 2. 
Результатъ этотъ показываетъ, что если условіе 
Р 
ена ЕО) 


не будетъ удовлетворено, то Р = 1. 
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Остается разсмотр®ть случай, когда условіе (1) удовлетво- 
рено. Тогда, опредБливъ два положительныхъ числа и и 0, удо- 
влетворяющихъ условію 


мы примемъ во вниманіе равенство 
пи 4 7 
їг —9 =@ — 4) (0), 


гдБ Ф, (2) есть цфлая Функція съ цфлыми коеФФиціентами. Оно, 
на основаніи (2), можетъ быть написано такъ: 


а (ри м 
д” "—4 =(—9 Фа), 
или такъ еще: 


(3)... 270" (0°) (0) — 27000009 1). 
Обозначая частное отъ дленія функцій 21(200—° — 1) на 
1” "— 1 чрезъ Ф,(2), пмћемъ 
а (д — 1) = (02711) Ф, (а). 
Внося это выраженіе во вторую часть (8), получаемъ 


(4)... —9 =" —9 Ф) — (07 *—1) ©). 


Отсюда заключаемъ, что Р есть дфлитель 2“ — 4“. Но не 
трудно убфдиться, что Р = ры 4“. Для этого стоить только 
показать, что Функція 2 — 4“, по модулю р, дфлитъ каждую изъ 
функцій 2" — 4 и 4—1. ^ 

ДЪйствительно, изъ (1) и (2) вытекаетъ 


(шой. р), 


|| 


на основан чего мы заключаемъ о справедливости двухъ тоже- 
ственныхъ сравненій: 
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0а = (0) — (98 
МИ у (той. р). 
001—1 (И) 


Отсюда же видно ясно, что каждая изъ Функцій 
2—09 и 227—1 


дЪлится по модулю р на 22 — 0“. 

Итакъ, смотря по тому будетъ ли условіе (1) удовлетворено 
или нётъ, мы будемъ имёть р = 2—9“ или Г = 1. Этотъ 
результать доказываеть справедливость предложенной нами 
теоремы. 

Смотря по тому возможно ли сравнене 5х” == 9 (той. р), или 
невозможно, число 4 получаетъ названіе вычета или невычета 
1-ой степени. 


Слдствіе 1. Число вычетов п-ой степени по модулю р 


25] 5 
равно Р; они суть корни сравнентя 


р—1 
ха == 1 (то. р). 


СлЪдствіе 2. Если ® число простое съ р — 1, то сравненіе 
2” == 9 (шой. р) имфетъ одно только рЕшеніе, именно, 5 == 4" 
(тоа. р). 

СлЪдствіе 3. Если п дфлитъ р — 1, то сравненіе 2 = 0 
(той. р) имфетъ п рБшеній или ни одного, смотря по тому бу- 

51 
детъ ли удовлетворено условіе 4 " == 1 (той. р), или нфтъ. 

СлБдствіе 4. Сравненіе 2 = 1 (той. р) имфетъ всегда 

ровно 4 рЪшеній. 


СлЪдствіе 5. Сравненіе 2 -+- 1 == 0 (той. р) имфетъ 4 р$- 


М —1 
шеній или ни одного, смотря по тому будетъ ли частное > 
числомъ четнымъ, или нечетнымъ. 


Примтрљ 1. Сравненіе 
219 == 9 (той. 23) 
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представляетъ намъ случай, когда 4 = 2. Такъ какъ условіе 
9" == 1 (той. 23) 
удовлетворено, то оно имЪетъ два р5шешя. Дале, изъ сравненія 


Зи == 1 (шой. 11) 
находимъ 
и—=9, 9“==2 (той. 23); 


слБдовательно наше сравнене приводится къ такому 


== 2 (той. 23). 
Отсюда, находимъ 
д=0, 18. 
Примњрг 2. Сравненіе 
а == 4 (той. 19) 


имфетъ одно только рБшеніе. Чтобы найти его, рфшаемъ сре 
ніе первой степени 
5и = 1 (той. 18); 
находимъЪ 
=]. 
отсюда 
х == 4 == 16 (той. 19). 
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Теорія первообразныхъ корней. — Свойства индексовъ. 


$ 1. 0 показателяхъ, принадлежащихъ числамъ по данному 
модулю. 


79. Въ виду того, что теоремы, которыя мы намфрены 
здБеь доказывать, одинаково справедливы, какъ при простомъ 
модулБ, такъ и при сложномъ, мы будемъ подразумЂвать модуль 
какимъ угодно. 

Пусть а изображаетъ число простое съ модулемъ К. Обозна- 
чивъ наименьшіе положительные вычеты степеней 


мы замфчаемъ, что въ ряду (2) нБтъ нуля; ибо предположеніе 
т, == 0 приводить къ сравненію а" == 0 (той. #), невозможному 
при а простомъ съ Ё. 

Такъ какъ каждое изъ чиселъ (2) больше нуля и меньше К, 
то въ числ Ё чиселъ, взятыхъ на удачу изъ (2), всегда найдутся 
по меньшей м®рБ два равныхъ. Положимъ, что 7 == ү;, при 
чемь / < Е, < К, 3 >> $. Тогда будемъ имЪть 


а? == а' (той. №), 
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откуда получаемъ 


аї—* = 1 (тоа. А). 

Это показываетъ, что между первыми # — 1 числами въ 
ряду (1) всегда найдется по крайней мр одно, которое будетъ 
сравнимо съ 1. 

Доказавъ существованіе одного такого числа, мы непосред- 
ственно заключаемъ о существованіи безчисленнаго ихъ множе- 
ства; ибо, возвышая обЪ части предыдущаго сравненія въ какую 
нибудь т-ую степень, получаемъ 


а" 9 = 1 (шой. р). 


Между веБми подобными числами въ (1) особеннаго вниманія 
заслуживаетъ то, которое стоитъ ближе всего къ началу, или, 
другими словами, въ выражен котораго показатель ® наимень- 
шій. Этотъ-то показатель мы будемъ называть эринадлежащимь 
числу а; можно говорить иначе, что а принадлежитг кз показа- 
телю п. 

Ясно, что сравнимымъ числамъ принадлежатъ равные пока- 
затели; но и несравнимымъ числамъ могутъ принадлежать одина- 
ке показатели. Такъ, напримЪръ, для / = 10 имфемъ слБдую- 
щую таблицу показателей: 


ан. 9 
п= 1, 4, 4, 2; 
отсюда видно, что числа З и 7 принадлежатъ къ одному и тому же 
показателю 4. 
80. Теорема 1. 065 имљло мъсто сравненіе 
а” == а" (шой. №), 
необходимо и достаточно услове 
т == т’ (той. э), 


1дљ т есть показатель, принадлежащій числу а. 
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Докажемъ прежде всего справедливость теоремы въ част- 
немъ случаЪ, когда т = 0. 

Обозначивъ частное отъ дБленія ж на ® чрезъ 4, а остатокъ 
чрезъ у, имфемъ и = 14 + У. Сравненіе 


а" == 1 (той. Й) 
можно написать такъ : 


а" а" == 1 (то. №), 
ИЈИ 
а’ = 1 (той. /). 


Такъ какъ г < п, то изъ послБдняго сравненія заключаемъ, 
что 7 равно нулю. СлБдовательно 17% = 74, или т == 0 (той. т). 
Обратно, если т = "4, тогда имфемъ 


а" = 09 == 1 (пой. Р), 
ии 
а" == а (той. №). 


Итакъ, въ случа т’ = 0 справедливость теоремы доказана. 
Переходя теперь къ общему случаю, мы представимъ 
сравненіе 


РУР а" = а" (той. А) 


а" == 1 (шой. №), 


при чемъ, само собой разумЪется, предполагаемъ % > т’. Но на 
основаши вышедоказаннаго заключаемъ, что послБднее сравненіе 
равносильно сравненію т — т == 0 (той. э). ОлБдовательно 
сравненіе (1) также равносильно сравненію 


т == т (той. п), 


что И слБдовало доказать. 
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Слдствіе 1. Если а по модулю Е принадлежить къ пока- 
зателю п, то всњ числа въ ряду 


9 пт—41 
Тм. Е. 
несравнимы между собой по тому же модулю К. 
_ Ибо числа 0, 1, 2,...п — 1 несравнимы между собой по 
модулю м. 


СлЪдств1е 2. Если соласимся разсматривать числа 
сравнимыя по модулю К, какг будто равныя, то можно сказать, 
что числа въ ряду 


повторяются періодически, что періодъ состоитъ ровно изъ м 
различныхъ членовъ и начинается съ перваго члена. 


СлБдствіе 3. Если число а удовлетворяет одновременно 
двумг сравненіямљ 


а" == 1, а" = 1 (той. №), 
то оно удовлетворяетг и третьему сравненію : 
ай == 1 (той. К), 


1д%ъ 4 изображаеть общий наибольший дълитель чисел т и т. 
Ибо п должно дфлить оба числа т и т’; поэтому оно должно 
дфлить и 4. 


Теорема 2. Каково бы ни было число а, показатель, принад- 
лежащий ему по модулю К, есть вседа дълитель числа Ф(К). 
Такъ какъ наименьшіе положительные вычеты чиселъ 


ИБЕРИИ Е РРО РИТ ИРИ ооа. 


суть различные, простые съб и < Ё, то очевидно имЪемъ я < Ф(/). 
Если п = Ф(/), справедливость теоремы очевидна. 
Допустимъ, что п < Ф(®). Тогда между числами простыми 

съ Е и < Ё найдется такое, которое не будетъ сравнимо ни съ 
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однимъ изъ чиселъ (2). Обозначивъ его чрезъ 6, мы замфчаемъ, 
что всф числа, содержащіяся въ двухъ рядахъ 


9 п—4 
1.0, ай, ое 


к. \ И: ве. 


несравнимы между собой по модулю К. 

На самомъ дЪлЪ, такъ какъ числа въ первой строк$ (3) не- 
сравнимы между собой, то отсюда прямо заключаемъ, что и числа 
во второй строк (3) несравнимы между собой. Остается пока- 
зать, что два числа изъ разныхъ строкъ (3) несравнимы. Допу- 
стимъ сравненіе вида 


уо о. бена! (864.0). 
Отсюда, умножая обЪ части на ит" ВЫВОДИМЪ 
6 =а”*7 * (шой. А). 


Это показываетъ, что № сравнимо съ однимъ изъ чиселъ 1, 
а,...а” \, другими словами, что $ равно наименьшему положи- 
тельному вычету одного изъ чиселъ 1, а, 4*,...а” ', что про- 
тивор$читъ предположению; слБдовательно сравнеше (4) невоз- 
можно. 

Итакъ, наименыше положительные вычеты чиселъ (3) не 
только простые съ Ё, что очевидно, но также всЪ различные. 
Отсюда, слБдуетъ одно изъ двухъ: или Ф(/:) = 2%, или Ф(®) >> 2и. 

Въ первомъ случа справедливость теоремы очевидна, во 
второмъ — найдется нБкоторое число с, простое съ #, меньше Е 
и не сравнимое по модулю # ни съ однимъ изъ чиселъ (3). 

Возьмемъ во вниманіе систему чиселъ 


9 7—3 
РЕ с И 


е ЕРЕ 


6, 80, 950203077. 


И; 15 
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' 


ВсБ они несравнимы между собой по модулю #. Ибо допу- 
стивъ, напримЪръ, 
ас = а? (той. Г), 
ВЫВОДИМЪ 
с == а" +1 (шой. №); 


отсюда, называя чрезъ 7 наименьший положительный вычетъ 
числа 9 — 4 +] по модулю ®, получаемъ 


с == (той. №), 


что противорВчитъ предположенію. 
Но изъ того, что веф числа (5) несравнимы между собой 
слБдуетъ заключеніе, что 


$ > Зп. 


Въ случа, если ф(Ё) окажется >> Зм, мы будемъ разсуждать 
далБе подобно предыдущему, пока не дойдемъ до уравненія вида 


Ф(#) = тм, 
гдБ т цфлое число. Такъ справедливость теоремы становится 
очевидной. 
Сл$детвте. Если число а простое сз Е, то 
а®® == 1 (той. №), 
каково бы ни было а. 
ДЪйствительно, изображая чрезъ ® показатель, принадлежа- 


щій числу а по модулю Ё, мы имфемъ уравненіе Ф(/) = п, на 
основаніи котораго заключаемъ 


а — (а")" == 1 (той. №. 


Такъ получается новое доказательство теоремы Эйлера или 
Фермата. 

81. Зная показатель, принадлежащій числу а по данному мо- 
дулю Е, легко опредБлить показатель, принадлежащій какой 
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угодно степени а" по тому же модулю Е. Это показываетъ слћ- 
дующая теорема. 


Теорема 1. Если а принадлежит» кг показателю т по мо- 
дулю Е, то степень а", по тому же модулю, принадлежитљ ко 
показателю = при чемг 4 изображаеть обшій наибольшій дт- 
литель чисел т и п. 

ДЪйствительно, обозначивъ чрезъ 2: показатель, принадлежа- 


щій числу а", мы замфчаемъ, что 2 должно удовлетворять 
сравненію 


ас. а вау 


откуда выводимъ 


т == 0 (той. т) 
ИЛИ 


"т == 0 (той. 1). 
а 


РЪшенія этого сравненія получаются изъ Формулы 


если будемъ полагать послБдовательно $ = 0, + 1, + 2,...; 
между ними слБдуетъ искать х. Самое малое по возможности 


между всфми положительными числами (2) будетъ искомымъ. 
' т жыві : 
Это число есть =; ; оно очевидно удовлетворяетъ условію (1), ибо 


пт т 
а'"а — (а")а == 1 (той. №); 
слЪдовательно 


Де 
Что и слБдовало доказать. 


СлЪдствіе 1. Если т простое сг п, то а" принадлежить 
также кг показателю т, какг и число а. 
СлЪдствіе 2. Число чисель, принадлежащитг по модулю П 
кг показателю п, не можетг быть одновременно меньше ф(п) и 
больше нуля. 
15* 


МУМУ. гСІП.Ог9.рі 


— 228 — 


Д%ӣйствительно, если существуетъ хоть одно число а, при- 
надлежащее къ показателю м по модулю Ё, то тогда веЪ числа 


въ ряду 

Е 
коихъ показатели суть простые съ п, принадлежать также къ 
показателю я по тому же модулю /:. СлБдовательно число такихъ 


чиселъ не меньше ф(®). 


Сл®дствіе 3. Если.а принадлежитьз кг показателю п, то 
можно найти число, которое будет принадлежать кз любому 
дълителю 4 числа п. 


п 
Это число есть 24. 
Теорема 2. Если а и а принадлежитг кз показателям 
пит, простым между собою, то произведеніе аа’ принадле- 
жит кг показателю пт. 


ДБӣйствительно, обозначивъ чрезъ 2 показатель, принадлежа- 
щий произведенію аа’, имБемъ 


` 


7:5: а ата“ = 1 (той. А). 


Отсюда, возвышая 0бф части разъ въ степень п, другой 
разъ въ я’, получаемъ 


(тоа. №). 


ГА 


т ә . 
ЗамЪчая, что а" == 1, а ==1 (той. #), послднія сравненія 
можно написать проще такъ: 


7 Е ла Т 
1} 


откуда вытекаетъ 
пх == 0 (той. п’) 


па == 0 (той. л). 
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Сокращая эти сравненія соотвфтственно на я и на я’, полу- 


чаемъ 
д == 0 (той. т), 


2 == 0 (той. я). 


Это приводитъ къ заключению, что 2 дфлится на произведе- 
ше и. 
Полагая 
2 = пп, 


намъ остается опредЂлить неизвестное #; оно опредБлится изъ 
условія (3), которое теперь принимаетъ видъ 


е аз а 1 (той. ®), 


при чемъ число # должно быть по возможности самымъ малымъ. 
Но сравненю (4) удовлетворяетъ очевидно всякое значе- 
не $, ибо 
пп п.п 
а =(а) == 1 (той. Й), 
т’. ті 
1) ==1 (шой. №; 
слБдовательно Ё == 1, велБдетве чего 2 == пт’. Что и слВдовало 
доказать. 


СлЪфдетв1е. Если нъсколько чисель а, а, а’,... принадле- 
жилть кг показателямь т, п,т’,..., простымь между собою, то 
произведеще ааа’... принадлежит кг показателю ттт’... 

ПослЁднюю теорему можно обобщить слфдующимъ образомъ. 


Теорема 3. Если а и а принадлежатз кз показателям т 
и п, то можно найти число, которое будет» принадлежать кг 
показателю, равному наименьшему кратному п ит. 

На самомъ дЪлЬ, разложивъ наименьшее кратное М чиселъ 
тит на произведеніе простыхъ множителей 


ар 


М = рр," . Т. 


т) 
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мы согласимся распредфлять степени р“, р,®2,. . . р,“ на два 
рода, смотря по тому, которыя изъ нихъ дфлятъ ® и которыя 
не дБлятъ ®; впрочемъ, тб степени, которыя дБлятъ одновре- 
менно и ж и ® можно считать безразлично, какъ перваго или 
какъ втораго рода. Обозначивъ чрезъ Х произведеніе степеней 
перваго рода, чрезъ р. — втораго, имћемъ 


М = №, 


при чемъ замфчаемъ: 1) ^ и р. суть относительно простыя, 
2) \ дБлитъ 2, 3) р. дБлитъ 0. 
Полагая 


мы заключаемъ, на основаніи одной изъ предыдущихъ теоремъ, 
что степени 


(4 И 
принадлежать соотвЪтетвенно къ показателямъ 
т т 
Э? = \, Г == и; 


а такъ какъ А и р. относительно простыя, то произведеніе 


аа" 
принадлежитъ къ показателю 
М = М. 
Что и слдовало доказать. 
СлЪфдетв!е. (5 помощью чисель а, в, а’,.. . принадлежа- 


щизь соотвњтственно показателямь п, т, п’,..., можно 
найти число, которое будетг принадлежать ко показателю, 
равному наименьшему кратному чисель п, п, т’... 

82. Между различными показателями, соотвЪтствующими 
всевозможнымъ числамъ простымъ относительно модуля К, 0со- 
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беннаго вниманія заслуживаетъ наибольшій; мы будемъ назы- 
вать его наибольшим показателем по модулю Е, и докажемъ 
относительно его слБдующую теорему. 


Теорема. Наибольиий показатель по данному модулю д- 
лится на всъ проще показатели. 

ДЪиствительно, положимъ, что а принадлежитъ къ наиболь- 
шему показателю т, а б — къ какому нибудь показателю я, 
отличному отъ т. Еслибы число т не дЪлило 2, то наименьшее 
кратное чиселъ % и т превышало бы ж, и тогда по предыдущей 
теоремБ можно было бы найти число, которое принадлежало бы 
показателю >> т, а это противор$читъ предположенію. СлБдо- 
вательно 0 дфлитъ т. 

Сл дсетв1е. Если т есть наибольший показатель по мо- 


дулю Е, то сравнению ) 
а" == 1 (той. А) 


удовлетворяеть всякое число, простое сг К. 
Д%йствительно, каково бы ни было число 6, простое съ Ё, 
если обозначимъ чрезъ и принадлежащій ему показатель, имЂемъ 


7-5. ЗНАЯ д7 У 


полагая 
т = т, 
число т! будетъ цфлое. Возвышаемъ обЪ части (1) въ степень »; 


получаемъ | 
0" == 1 (той. №). 


$ И, Случай, когда модуль простой. 0 первообразныхъ 
корняхъ простыхъ чиселъ. 


83. Теорема. Наибольший показатель по простому модулю р 
есть р — 1. 

Первое доказательство. Обозначивъ наиболышй показатель 
по модулю р чрезъ т, мы замфчаемъ, что т есть д$литель числа 
ф(р) =р— 1; поэтому т < р — 1, или т=р— 1. 
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Съ другой стороны извфетно, что сравненію 
е ТСИ) 


будетъ удовлетворять всякое число, не дфлящееся на р, велБд- 
стве чего оно имфетъ ровно р — 1 рБшеній и на основаніи тео- 
ремы Лежандра степень его не можетъ быть ниже р — 1. СлБ- 
довательно 7% —= р — 1, и теорема доказана. | 


Второе доказательство. Изображая чрезъ 4 любой дБлитель 
числа р — 1, мы ставимъ вопросъ: сколько существуетъ чиселъ, 
принадлежащихъ, по модулю р, къ показателю 4, при чемъ, ко- 
нечно, числа сравнимыя не принимаются за различныя. 

Обозначивъ искомое число чрезъ ф(а), мы прежде всего по- 
стараемся доказать, что имфть мфсто можетъ только одно изъ 
двухъ: ф(4) = 0 или Ф(а) = Ф(9). 

Допустивъ, что существуетъ число а, принадлежащее къ 
показателю 4, мы замфчаемъ, что всБ ршен1я сравненія 


В р... т 


можно выразить чрезъ а, именно: 


Ибо каждое число (3) удовлетворяетъ очевидно сравнению (2), 
и вс числа (3) несравнимы по модулю р, а сравненіе (2) не мо- 
жетъ имфть болБе чфмъ 4 рфшенй. 

Съ другой стороны, всякое число, принадлежащее къ показа- 
телю 4, удовлетворяетъ сравненію (1); слБдовательно въ ряду (2) 
слБдуетъ искать всЪхъ чиселъ, принадлежащихъ къ показателю 4. 

Итакъ, число чиселъ, принадлежащихъ къ показателю @, равно 
числу чиселъ, содержащихся въ (2) и принадлежащихъ къ пока- 
зателю 4. 

Принимая теперь въ соображеше, что степень а“ тогда только 
принадлежитъ къ показателю @, когда $ простое съ 4, мы непо- 
средственно заключаемъ, что ф (4) = Ф(9). 
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Еслибы не существовало вовсе числа, принадлежащаго къ 
показателю 4, тогда слБдовало бы положить ф(@) = 0. 

Для 4= 1 имфемъ очевидно ф(1) = Ф(1) = 1. 

Принимая теперь во вниманіе всЪ дБлители числа р — 1 


1, а, 2,...р—1, 


мы замЪчаемъ, что сумма ф(1) + ф(4) 4 ф(4) ж ...-- ф(р— 1) 
выражаетъ собою число чиселъ, содержащихся въ ряду 
1, 2,... р — 1; слБдовательно 


(4) .. $) = за (0) +... 3 (р — 1) =р—1. 


Съ другой стороны, по извстному свойству Функціи Ф(@) 
имфемъ 


(5).. Ф(1) + +(а) + +(@)-+...-н>(р— 1 =р—1. 


Вычитая (4) изъ (5), получаемъ 


(6)...... [Ф(1) — $] + [Ф(9) —$@а)]-... 
 [Ф@——$(2—1] =0. 
По вышедоказанному свойству Функціи ф(@), каждый членъ 
въ первой части (6) или равенъ нулю, или больше нуля; а такъ 


какъ ихъ сумма равна нулю, то слБдовательно каждый равенъ 
нулю, то есть 


ф(1) ых Ф(1), 
$(а) = Ф(0), 
(а) а. Ф(4), 


о о-о Л г 


Ф(р — 1) = Ф(р — 1). 


Вс% эти уравненія заключаются въ слфдующемъ предложеніи. 
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Каков бы ни быль дълитель а числа р — 1, число чиселг, 
принадлежащихь кз показателю й, вседа равно Ф(@). 

Въ этомъ предложени очевидно содержится наша теорема, 
которая выражаетъ существенную его часть; остальное провЂ- 
ряется легко. 

На самомъ дЪлЪ, если д есть число, принадлежащее къ по- 
казателю р — 1, то числа, 


0, 9, ф,. ы .ф 
представляютъ полную систему несравнимыхъ чиселъ и потому 
число чиселъ, принадлежащихъ къ какому нибудь дЪлителю 4 числа 
р — 1, равно (я 81, т. 1) числу чиселъ въ ряду 1, 2,... р — 1, 
имБющихъ съ р — 1, каждое порознь, общій наибольший дБли- 
тель РІ Но извЪстно, что это послБднее число равно Ф(9). 

Число, принадлежащее къ показателю р — 1, называется 
первообразнымг корнемг числа р. Число первообразныхъ корней 
есть Ф(р — 1); съ помощью одного изъ нихъ получаются непо - 
средственно всЪ остальные. 

84. Предположивъ, что ни с, ни № не дЪлятся на р, мы замЪ- 
чаемъ, что если д == а удовлетворяетъ сравненію 


оо... жа Т 


то и веБ прочія числа, сравнимыя съ а по модулю р — 1 будутъ 
также удовлетворять (1); такія рЪшенія не считаются за раз- 
личныя. Сл$довательно сравненіе (1) имЪетъ столько рБшеній, 
сколько въ ряду 0, 1,...р — 2 находится удовлетворяющихъ 
ему чиселъ. 

Въ частномъ случа, когда 6 есть первообразный корень 
числа р, сравнеше (1) представляетъ особый интересъ. Тогда 
имфетъ место слБдующая теорема. 


Теорема. Если а не дљлится на р, а д есть первообразный 
корень р, то сравненіе 
0° == а (той. р) 


имњетљ одно и только одно ръшеніе. 
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Д%ӣйетвительно, такъ какъ наименьшіе положительные вы- 
четы чиселъ 1, 9, 9°,... 0? * представляютъ перестановку чи- 
селъ 1, 2, 3... р — 1, то всякое число а, не дБлящееся на р, 
сравнимо по модулю р съ однимъ и только СЪ однимъ изъ ЧИСеЛЪ 
1, 9, 0, 9 *. Другими словами, въ ряду 


АИ ЖР А2 


всегда найдется одно число и только одно, которое будетъ удовле- 
творять сравненію 
9° == а (той. р). 
Что и елдовало доказать. 
85. Въ заключеніе даемъ здЪеь таблицу наименьшихъ перво- 
образныхъ корней простыхъ чиселъ, не превышающихъ 100. 


р 80.13 м 19 29.8978 в 
0 и 4 21 о 0:0 ТЕ ОСТИ 
р 47° 58 59 61 67 71 13-79 валов 


5 2 2 2 2 7 5 В 2 3 5 


$ Ш. 0 первообразныхъ корняхъ вообще. ОпредЪлене 
первообразныхъ корней сложныхъ чиселъ вида 7”"', или 
й 


86. Поняте о первообразныхъ корняхъ распространяется 
легко и на сложныя числа. 

Первообразнымъ корнемъ какого бы то ни было числа й 
называется число простое съ / и принадлежащее къ показателю 
Ф(/) по модулю #. Если случится, что наибольший показатель по 
модулю Е меньше ф(®), тогда число / не будетъ имЪть вовсе пер- 
вообразнаго корня. 

Допустивъ существованіе первообразнаго корня (у для дан- 
наго еложнаго числа К, мы можемъ удостовфриться легко въ 
справедливости нижеслфдующихъ теоремъ. 
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Теорема. Если число К имъетз одинг первообразный корень, 
то оно имтеть иль ровно ф(Ф(®)). 
ДЪйствительно, рядъ чиселъ 


ур Е 


гдБ 9 есть первообразный корень числа #, представляетъ полную 
систему чисель несравнимыхъ по модулю в и простыхъ съ Ё. 
Поэтому число всфхъ первообразныхъ корней числа К рав- 
няется числу чиселъ содержащихся въ (1) и принадлежащихъ 
къ показателю ф(#). Но, чтобы число вида д" принадлежало къ 
показателю ф(/), необходимо и достаточно, чтобы ® было про- 
стымъ съ Ф(/); слБдовательно число первообразныхъ корней 
числа К равно числу чиселъ простыхъ съ Ф(К) и содержащихся 
въ ряду 
| Ф000), 
то есть равно Ф(Ф(/)). 
87. Если показательное сравненіе 


ЧЕР .. 6° == а (той. Ё) 


имфетъ рБшеніе 2 = о, то всякое число, сравнимое съ о по мо- 
дулю Ф(®), также будетъ удовлетворять ему. Поэтому рБшенія 
сравнения (1), сравнимыя между собой по модулю Ф(®), не при- 
нято считать за различныя. 

Въ частномъ случаЪ, когда 6 есть первообразный корень, 
имфемъ теорему. 


Теорема. Если а простое сз К, а д есть первообразный ко- 


рень №, то сравненіе 
== а (той. №) 


имњетг одно и только одно рњшеніе. 
Въ самомъ дЪлБ, такъ какъ рядъ 


Ш... 9.9.9..." 
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представляетъ полную систему чиселъ несравнимыхъ по модулю 
Ф(®) и простыхъ съ Ё, то всякое число а простое съ Ё сравнимо 
по модулю Ё съ однимъ изъ чиселъ (2) и только съ однимъ, а это 
доказываетъ справедливость нашей теоремы. 

88. Переходя теперь къ р5шеню вопроса о существовани 
первообразнаго корня, мы поставимъ самый вопросъ въ такой 
Форм: опредЂлить наибольший показатель по данному сложному 
модулю Е. При этомъ необходимо переходить постепенно отъ 
одного частнаго случая къ другому. 

Въ настоящемъ параграФв мы ограничимся разсмотрВніемъ 
трехъ слБдующихъ случаевъ: 


1°. Е=р"", р> 2; 
г, маъ А 
о т 
3°, фо", 
при чемъ т изображаетъ произвольное цфлое число, которое 
можетъ равняться нулю. 


Первый случай, в = р"*", р> 2. Каковъ бы ни быль пер- 
вообразный корень д простаго числа р, онъ, по теоремЪ Эйлера, 
удовлетворяетъ сравненію 


тТ( у — 
97" ФУ 1 (шой. р"). 
Это сравнеше мы напишемъ въ видф уравненія 


(1) ОЕ. НУ 02"0—1) — |] р" 


т? 
гдБ 9,„ изображаетъ цфлое число. 
Возвысивъ 06% части (1) въ степень р, получаемъ 


ВЕ... Ва 0) НЕЕ" р", 


гдБ № изображаетъ цфлое число. ЗдБеь слБдуетъ замфтить, что 
въ одномъ случа, именно когда т = 0, р = 2, уравненіе (2) 
можетъ не имть места; поэтому -то мы предположили р >> 2 и 
рЪшились случай р = 2 разематривать отдфльно. 
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Внося въ обЪ части (1) т-н 1 на м5ето и, имфемъ 
(0)........ Ту. 
Сличая (2) съ (3), находимъ 


ба в Чт —= 7%, 
ИЛИ 


е и 0. В, 


Сравненіе это показываетъ, что числа 


а Бо нд ауен уга та 


или веб длятся на р, или ни одно изъ нихъ не длится на р. 
Который изъ этихъ случаевъ будетъ имфть мЪ$ето, это зависитъ 
отъ выбора д; и не трудно показать, что если при данномъ д веб 
числа (5) дБлятся на р, то стоитъ только увеличить д на р, 
чтобы ни одно изъ нихъ не дблилось на р. 

Въ самомъ дЪлЪ, полагая 


0 —=9-2 
и возвышая въ степень р — 1, находимъ 
ЧР ‘(ПР М, 


гдБ № изображаетъ цБлое число. 
Внося во вторую часть посл6дняго уравненія на мђсто 9? 
равное значеніе по ФормулЬ 


дс = 1 + рд; 
получаемъ 


ТЕ 9 '=1-+р(4, + (р — 1)" *) №. 


, В 
Обозначая чрезъ 4 „ значеше, которое принимаетъ д, соот- 
, 
вБтственно корню д, имфемъ 


с Иа ЧР '=1-9.. 
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Изъ (6) и (7) выводимъ 


Ч, =4%-—+(р—1)97 ° 4 р. 


А такъ какъ по предположенію 4, дБлитея на р, то изъ по- 
слБдняго уравненія заключаемъ 


(8).........49,==(р—1)9?7 * (той. р). 


Отсюда ясно, что 4, не длится на р, а слБдовательно и всЪ 

числа въ ряду 
, ГА / 
0,91. Чт»... 

не длятся на №. 

На оснований вышеизложеннаго мы теперь вправ предпо- 
ложить, что первообразный корень д числа р такъ подобранъ, 
что 4, не дБлится на р, или, другими словами, что сравнене 


ЕТ (шой. р") 


ни при какомъ 22, начиная съ 7% == 0, мета не имЪетъ. 
Принимая это въ соображеніе, не трудно доказать слбдую- 
щую теорему. 


Теорема. Если д есть первообразный корень нечетнало про- 

стало числа р, и притомг частное 

9? 1 Ее? 
не дљлится на р, то д есть первообразный корень степени 
р""", каково бы ни было т. 

При 27% == 0 теорема очевидна. Мы допустимъ, что она вЪрна 
при какомъ нибудь 7 и докажемъ ея справедливость при значе- 
ніи 7% на единицу больше. 

Обозначимъ чрезъ 2: показатель принадлежащий числу д по 


модулю р”*?; этотъ показатель долженъ дфлить Ф(р” +); по- 
этому можно положить 
(9). И. в в № о > еее (в 


при чемъ / изображаетъ цфлое число. 
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ДалЪе, изъ сравненія 


т--2 у: 


9° = 1 (той. р 
вытекаетъ 

9° == 1 (той. р"); 
а такъ какъ по предположенію число 9 принадлежитъ по модулю 
р"*"' къ показателю Ф(р""), то 2 должно дЪфлиться на Ф(р”*\), 


и потому МОЖНО ПОЛОЖИТЬ 


при чемъ Г изображаетъ цфлое число. 
Изъ (9) и (10) выводимъ 


РЕ 17, 


на основаніи чего заключаемъ, что имБетъ мЪсто одно изъ двухъ: 
ИЛИ 


ИЛИ 


Первое предположеніе даетъ 


=== р"(р— 1); 
тогда сравненіе 
ме. 


0° ==1 (той. р 
принимаетъ видъ 
а, ее | (той. 0999; 


а это, по предположенію, не имфетъ места. СлБдовательно 


остается заключить, 
1 === Ё, Ё == р, 


велЕдствіе чего находимъ 


= р" (р = Фф(р""*"). 


Что и слБдовало доказать. 
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7-4-1 


89. Второй случай, Е = 2р, ру 2. Въ этомъ случа%, 
точно также какъ и въ предшествующемъ, наибольшій показа- 
тель равенъ Ф(Ё), что равносильно существованію первообраз- 
ныхъ корней. 

Доказательство этого не представляетъ никакого затрудненія; 
оно вытекаетъ изъ вышеизложеннаго, какъ сейчасъ увидимъ. 


Теорема. Если у есть первообразный корень числа р" 


? 
тода изг двух чисель д и 9 р”!' то, которое нечетное, 


есть первообразный корень числа 2р". 

Прежде всего замфтимъ, что такъ какъ д и 0 + р"! суть 
одновременные первообразные корни числа у”!", которые не 
принято даже считать за различные, то мы можемъ прямо пред- 
положить, что первообразный корень д есть нечетный. 

Принимая это во внимане, мы обозначимъ чрезъ 2 показа- 
тель принадлежащій числу д по модулю 2р"*". Число х будучи 


дЪлителемъ Ф(2р"*') даетъ право написать 


гдБ і изображаетъ цБлое число. 
Съ другой стороны, изъ сравненія 


Ре 


9° == 1 (той. 2р 


вытекаетъ 
1-4 у 


9° ==1 (той. р 


Отсюда слфдуетъ, что 2 дБлится на Ф(р"""); 


ибо 9 по мо- 


дулю р”*" принадлежитъ къ показателю Ф(р”""); сл6дова- 
тельно 
с... . =", 


гдБ Г изображаетъ ифлое число. 
Изъ (1) и (2) выводимъ 
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Сл$довательно 
=. 


2 = р"(р—1) = Ф(р 


114—1 ) 


Но 
т-4-1 у. 


т 
Ф(р  ) = Ф(2р 
ибо р нечетное; поэтому можно написать 


ой 


2 = Ф(2р 


Это показываетъ, что д есть первообразный корень числа 
7-4-1 


2р б 
90. Третій случай, Е = 2", Если т = 0, имфемъ Е = 2. 
Это число не представляетъ ничего достойнаго вниманія по отно- 
шенію къ первообразнымъ корнямъ, но все же слБдуетъ замЪ- 
тить, что оно имфетъ первообразный корень. 

Если т = 1, имфемъ # = 4. Это число имфетъ одинъ перво- 
образный корень, именно 3. 

Если т >> 1, тогда Е > 8. Въ этомъ случа число К = 2 
не имфетъ вовсе первообразныхъ корней; это показываетъ елБ- 


дующая теорема. 


т--1 


Теорема. Если т > 2, то наибольшій показатель по модулю 
__ от 1 л__ от— 
№=3 равенз 5Ф(®) =2 7. 
Для доказательства возьмемъ во вниманіе какое нибудь не- 
четное число а; квадратъ его можно представить такъ: 


а = 1 + 234, 


гдБ 1 изображаетъ цфлое число. 
Возвышая 06$ части въ квадратъ, получаемъ 


2 
а —=1-н 2*4, 


гдБ 1 изображаетъ число ифлое. 
Возвышая еще разъ въ квадратъ, получаемъ 


з 
а? = 1-4 24, 


гдБ /, изображаетъ цБлое число. 
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Продолжая поступать подобнымъ образомъ далфе, мы при- 
ходимъ къ общей ФормулБ 


Е 36 4-1 
а е 


которая можетъ быть написана такъ: 
1 т 
етт а") = 1 (шой. 2"), 


причемъ слБдуетъ имЪть въ виду, что 1 > 2. 

Сравнеше (1) показываетъ, что наибольший показатель по 
модулю 2"*" > 8 всегда меньше ф(2"*"); слБдовательно числа 
вида 2”"", начиная съ 8, первообразныхъ корней не имфютъ. 

Остается теперь доказать существованіе числа, принадлежа- 
щаго по модулю 2"! > 8 къ показателю 2” ". 

Пусть а изображаетъ какое нибудь число вида 80 + 3, 


ВРИЕ а = 8% == 3. 
Возвышая @ въ квадратъ, находимъ 
а = 1 + 234, 


гдБ / изображаетъ нечетное число. 


Возвышая 06$ части послБдняго уравненія въ квадратъ, 
находимъ 


22 
а =1-+ 2*4, 


гдБ 1 изображаетъ нечетное число. 
Продолжая далће дЪйствовать подобнымъ образомъ, прихо- 


димъ къ общей формул 


Касе, 0 "ач, 


гд 1, изображаетъ нечетное число. 
Изъ полученныхъ уравненій ясно видно, что въ ряду чиселъ 


9т—1 


2 98 
айа, а ал ЕВ 


16* 
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о 


первое, которое дБлится безъ остатка на есть 


от—1 1 
СлЪфдовательно число а = 8® + 3 по модулю 2"*" принад- 
лежитъ къ показателю 2"! = 1ф(2"+1), 
Такъ теорема наша доказана вполнЪ. 


91. Теорема. Если число а есть вида 8п + 3, ат > 2, то 
числа 
9 3 9т—1__1 
И И ие 


3 


9 Р 9Т—1__1 
— 1, —0@, — а, — @,.. .—@ 


представляют полную систему нечетныхь чисель, несравни- 
мых по модулю 2", 

ДЪйствительно, что числа, стоящія въ одной строк не- 
сравнимы, это прямо есть слБдетве того, что а принадлежитъ 
къ показателю 2", Намъ остается доказать, что числа въ 
разныхъ строкахъ также несравнимы по модулю 2"”*". Но для 
этого очевидно достаточно доказать, что —1 не сравнимо ни 
съ однимъ изъ чиселъ первой строки. ` 


Допустимъ противное, 
д і (ийе: 


причемъ $ < 2" !, Тогда будемъ имфть 


а= 1-4 


т-4-1 
галы 5 
откуда, возвышая въ квадратъ, получаемъ 


$ 
а —1-н-2"**], 
ИЛИ 
а=. (1000.999. 


Сравнеше это показываетъ, что 24 дфлится на 1ф(2'' +?) = 2" 
или, проще, $ дБлится на 2‘, А такъ какъ, по предположенію, 
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б << 2", то остается положить $ = 0, что приводитъ къ невоз- 
можному сравненію 


==: — 1 (од, 9"). 


Итакъ, — 1 не находится въ первой строк; этимъ теорема 
доказана. 
92. Если сравненіе съ двумя неизвестными 


0. МСУ (— 1)? а == 0 (той. 2"), (т>2), 


имфеть рфшенше =, у = 8, то всякая пара чиселъ о, 8, 
удовлетворяющихъ условіямъ 


а == а (пой. 2), В == В (шой. 2” *) 


будетъ также составлять рБшеніе сравненія (1). Такія рБшенія 
не считаются за различныя; поэтому число рБшеній сравненія (1) 
равно числу паръ (2, у), удовлетворяющихъ (1) и составлен- 
ныхъ изъ чиселъ 


1. 9. оа Де, 


Принимая это въ соображеніе, мы можемъ посл®днюю тео- 
рему выразить такъ: 

Каково бы ни было нечетное число Б, если а есть вида 
8% + 3, то сравненае 


(— 1) а == Ь (той. 2"), (т>2), 


имљетг одно и только одно ръшеніе. 

93. Предполагая какъ прежде 2"! > 8, и что а есть вида 
8" + 3, мы прибавимъ къ предыдущему слБдующее замфчан!е. 

Оба числа а” и — а" принадлежать по модулю 2"! къ 
одному и тому же показателю ты гд 4 есть общий наиболь- 
шій дБлитель чиселъ 2” и ж. Исключене составляетъ частный 
случай, когда ® дфлится на 2"; тогда а" принадлежитъ къ 
показателю 1, а — а" кь показателю 2. 
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Вел%дствіе этого заключаемъ: 
1°. Чиселъ, принадлежащихъ къ показателю 2, есть три; 
они слБдуюпия: 
А ты авы ЕТТ 
2°. Чиселъ, принадлежащихъ къ показателю 965» 2, есть 
2Ф(2°). Они получаются изъ Формулы 
97—1—1 


а а 


если давать для 7 всЪ нечетныя значенія << 2. 


$ ТҮ, Опредћленіе наибольшаго показателя по какому угодно 
модулю. 


94. Частные случаи, разобранные въ предыдущемъ пара- 
граФЂ, приводятъ къ рфшеншю общаго вопроса объ опредфлени 
наибольшаго показателя по какому угодно модулю. Прежде ч$мъ 
показать это, мы докажемъ нижеслБдующія двЪ теоремы. 


Теорема 1. Если какое нибудь число а по двумз взаимно 
простым модулямь Е и Е принадлежит соотвътственно кт 
показателям: п и т’, то по модулю К оно будет» тринадле- 
жать кз показателю, равному наименьшему кратному т и т’. 

ДЪйствительно, обозначивъ чрезъ х показатель, принадле- 
жащій числу а по модулю //, мы имфемъ 


а ==1 (той. А), 
откуда вытекаютъ два сравненія: 
а = 1 (той. 0), а = 1 (той. №), 


ГА 

которыя показываютъ, что 2 длится какъ на я такъ и на 2. 

ГА 

СлБдовательно 2 длится на наименьшее кратное № чиселъ м ир. 
Съ другой стороны имфемъ сравненія 


а’==1 (той. 0), а= 1 (њой. №), 
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откуда заключаемъ 
ах = 1 (той. А), 


а это показываетъ, что № дБлится на 2. 
Итакъ, каждое изъ чиселъ 2, № дБлится на остальное; елћ- 
довательно 2 == №, что и слБдовало доказать. 


Теорема 2. Если по двумг взаимно простым модулямг К 
и [Е соотвњтствующіе наибольшіе показатели суть т и т, 
то наибольшій показатель по модулю КЕ равен наименьшему 
кратному т в т. 

На самомъ дфлЪ, называя соотвЪтственно чрезъ а и а’ числа, 
принадлежащія по модулю /: или Ё къ показателю 2 или и’, мы 
замфчаемъ, что число б, удовлетворяющее одновременно двумъ 
сравненіямъ 

р = а (той. Е), 0 = а (той. Е), 


принадлежитъ по модулю Ё къ показателю М, равному наи- 
меньшему кратному чиселъ 22 и 22. 

‚  Сь другой стороны, если обозначимъ соотвБтетвенно чрезъ 
№, п, т показатели, принадлежащіе какому нибудь числу б по 
модулямъ А, К, Е, то замфчаемъ: во первыхъ, что М есть наи- 
меньшее кратное чисель т и т; во вторыхъ, что т и т дфлятся 
соотвфтетвенно на жи. Слфдовательно М длится на №; от- 
сюда заключаемъ, что М есть наиболышй показатель по мо- 
дулю КЕ. 

СлБдетвіе. Если т, т, т’,... суть наибольшіе показа- 
тели по соотвтътствующимг взаимно простымх модулям К, 
Ь,К’,..., то наибольийй показатель по модулю ЕЁ’... ра- 
венг наименьшему кратному чисель т, т, т’,... 


Примтрг. Положимъ = 5, К = 7, и для каждаго изъ 
этихъ модулей составимъ таблицу показателей веБхъ чиселъ. 
Г’. Для Е = 5 имфемъ 
числа 2 = 1, 2, 3, 4; 
показатели м = 1, 4, 4, 2, 
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2’ а для = 7, 
числа а = 1,9, 8,4, 5,6; 
показатели я’ = 1, 3, 6, 3, 6, 2. 

Наибольшій показатель по модулю А’ = 35 равенъ наимень-- 
шему кратному 4 и 6, то есть 12. 

Число 3 принадлежитъ къ наибольшему показателю какъ по) 
модулю 5, такъ и по модулю 7; поэтому по модулю 35 оно при-- 
надлежитъ къ показателю 12, также наибольшему. 

Число 2 принадлежитъ къ показателю 4, по модулю 5, а по 
модулю 7 къ показателю 8; наименьшее кратное 4 и З есть 12;; 
слБдовательно 2 по модулю 35 принадлежитъ къ показателю 12.. 

Число 4 по модулямъ 5 и 7 принадлежитъ соотв$тетвенн® 


къ показателямъ 2 и 3; наименьшее кратное этихъ чиселъ есть 6:; 
слБдовательно 4 по модулю 35 принадлежитъ къ показателю 6. 


95. Теорема. Каково бы ни было число 
м Я О 


наибольиий показатель по модулю Ё равень одному изь двухь: 
или наименьшему кратному чисел 


Ф(2"), Ф(р,"), Ф(р,"2),.. .Ф(р,""), 
т.ли, наименьшему кратному чиселё 
1ф(2"), Ф(р,"), Ф(р,*),...Ф(р,”). 


Первый случай имъетг мњсто, кода п < 2, второй — 
кода п > 2. 
Дйствительно, полагая 


№, 07 9%, К, == а =. 


мы замфчаемъ, что числа Ѓ,, Е,,. . .К,,, суть взаимно простыя. 
Обозначая соотвфтетвенно чрезъ т, т.,...т,„,, наибольшіе 
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показатели по модулямъ Ё,, №.,...К,.,,, имфемъ: во первыхъ, 
ит, == Ф(2”) или т, = 1Ф(2"), смотря по тому будетъ ли п < 2 
шли 0 >> 2; во вторыхъ, т, = Ф(р, 1), т, = Ф(р,"°), ... 
чи, == Ф(р, "). Отсюда, на основаши теоремы м 94 заклю- 
чаемъ, что наибольший показатель по модулю К = К, Р щ 
Јравенъ наименьшему кратному чисель т, %,,. . ., ,,; а это 
и составляетъ сущность предложенной теоремы. 

Число К только тогда имфетъ первообразный корень, когда 
соотвтствующій ему, какъ модулю, наиболышй показатель ра- 
венъ Ф(/). Но это имЪфетъ мБето только въ слБдующихъ четы- 


рехъ случаяхъ: 
== 2, &, р", 2р". 


Ве эти случаи были разобраны въ предшествующемъ пара- 
граФ%. 
96. РБшенія сравненія 


(1). ............ Г = 0 (той. А) 


при сложномъ модулБ сл®дуетъ раздфлять на два рода: простыя 
съ Е, и имБющія съ в общій дБлитель. 

Кели дБло идетъ объ отыскани рБшеній исключительно пер- 
ваго рода, то тогда степень сравненія можно понизить на столько, 
чтобы она была ниже наибольшаго показателя ®, соотв тетвую- 
щаго модулю #. Для этого стоитъ только Функцію (2) раздБлить 
на 2" —1. Остатокъ [,(2), полученный отъ этого дфленя, бу- 
детъ степени ниже и, и сравненіе 


_ НУ ... Рб) = 0 (шой. #) 


будетъ имфть ве р5шен1я перваго рода общими съ (1). 
Примљрг. Возьмемъ во вниманіе сравнене 


202 — 710% 4 114? — 52 4 1 == 0 (той. 12). 


Такъ какъ посл®дній членъ въ первой части простой отно- 
сительно 12, то сравнеше не имБетъ вовсе рБшеній втораго 
рода. 
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Наибольшій показатель по модулю 12, будучи равнымъ наи- 
меньшему кратному чиселъ Ф(4) и Ф(3), есть 2; поэтому всякое 
число простое съ 12 удовлетворяетъ сравненію 


а? = 1 (той. 12). 


Отсюда выводимъ 
а? == 8, а = 1, а? == р (70. 12), 
вслБдствіе чего начальное сравнеше приводится къ такому 


2—7 + 112 — 52 + 1 == 0 (той. 12), 
ИЛИ 
Та — 6 == 0 (той. 12). 


Сравненіе это не имфетъ ни одного рБшенія простаго отно- 
сительно 12; поэтому начальное сравненіе невозможно. 


$ У. Новое доказательство теоремы Вильсона въ обобщенной 
Форм%. 


97. Лемма. Если д есть первообразный корень числа К > 2, 


то 
0:99 = —1 (шой. №). 


Лемма эта вытекаетъ непосредственно изъ теоремы 2-0й 
т 67; однако, имфя въ виду пользоваться здЪсь исключительно 
началами теорм первообразныхъ корней, мы дадимъ другое ея 
доказательство. 

Въ случа / = 4 справедливость леммы провфряется непо- 
средственно. 

Въ случа А = р“ мы замфчаемъ, что число Ф(Ё) четное; 
поэтому сравненіе 

9% 1 == 0 (шой. р) 


можетъ быть написано такъ: 


СЕЕ (9:?®— 1) (1909-1) = 0 (шой. р). 
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Не можетъ быть, чтобъ оба множителя въ первой части 
дфлились на р, потому что тогда мы имфли бы два сравненія 


919 1—0 \ 


4. 
‹откуда вытекаетъ 


== () (то4. р); 


а это невозможно, ибо р подразумфвается нечетнымъ простымъ 
числомъ. 

Итакъ, одинъ изъ множителей (1) есть простой относительно 
20°; слБдовательно одинъ изъ нихъ дфлится на р“. Но первый 


множитель, именно 


не можетъ дфлиться на 7”; иначе д не было бы первообразнымъ 
корнемъ числа Ё; слБдовательно 


д190 = — 1 (шой. р"). 


Остается еще показать справедливость леммы въ случа 
Е = 2р“. Тогда число Ф(/) есть четное, д — нечетное, и мы опять 
`имфемъ сравнен!е (1), въ первой части котораго оба множителя 
суть четные. Одинъ изъ нихъ простой относительно р“, другой 
дФлится на р“, а тБмъ самымъ дЪлится и на 2р“. Но множитель 
9:°® —1 не дфлится на 2р”; иначе д не было бы первообраз- 
нымъ корнемъ числа 2р“; слБдовательно 


9:90 4-1 == 0 (шой. 2р). 


Что и требовалось доказать. 

98. Переходимъ теперь къ доказательству обобщенной тео- 
ремы Вильсона. 

Теорема. Абсолютно малый вычетг произведенія всњіг чи- 
сел, простыхь сә модулем» К и < Е, равенг —1 или 1, 


смотря по тому имњетг ли число к первообразный корень или 
нтв. 
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Предположимъ сперва, что # имфетъ первообразный корень; 
другими словами, что имфетъ м$5ето одинъ изъ четырехъ слу- 
чаевъ: = 2, 4, р“, 2р“. 

Въ двухъ первыхъ случаяхъ справедливость теоремы про- 
вБряется непосредственно. 

Въ двухъ послфднихъ случаяхъ мы замфчаемъ, что совокуп- 
ность наименьшихъ положительныхъ вычетовъ чиселъ 


0=1, 9, ф,...9%%—, 


гдф д изображаетъ первообразный корень А, — представляетъ 
всБ числа простыя съ Ё и < Е. Поэтому, изображая ихъ про- 
изведеніе чрезъ П, имЂемъ сравненіе 


П НА ВАН А (шой. ®), 


которое можно написать такъ: 
П =9 3 (8—1) (той. А). 


Но по вышедоказанному имЂемъ 


Ф(К) 


92 = — 1 (той. р); 
слфдовательно 
П == (—1)®®-* (той. №). 


А такъ какъ число Ф(/:) всегда четное, то послднее сравне- 
ніе можно написать такъ: 


П = — 1 (той. А). 


Остается теперь доказать справедливость теоремы въ пред- 
положенш, что # не имфетъ первообразнаго корня. 
Допустимъ сначала 


о Ее 
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Тогда по теорем и 91 имфемъ 


п = (—1)° з 2(14+-2+-8-+-. ..-4-2"—2—1) (той. р) ") 


или, проще, 91—2(9%—2__1) р 
П = 3 = (тоа. 2 А 


А такъ какъ число 3 по модулю 2" принадлежитъ къ пока- 
1 п оп—2 
зателю 5Ф(2 ) = 2“, то 


9п—2 


3^ ==1 (шой. 2"), 


вслЪдствіе чего предыдущее сравненіе принимаетъ видъ 
П = 1 (той. 2”); 


что подтверждаетъ справедливость теоремы въ предположен- 
номъ случа%. 
Переходя теперь къ общему случаю 


4 


п [е4 [+4 
Е= 2 о и № 
мы возьмемъ во вниманіе всЪ числа 


„ы и 


простыя съ ви < К, и назовемъ ихъ наименыше положитель- 
ные вычеты по модулю р,“ чрезъ 


і () (2) 
ритм т у 
р. 1 у о Ф(®—1 


ПослБдній рядъ содержитъ всЪ числа простыя съ р; и 
<р; *, при томъ каждое число повторяется въ немъ ровно 


Ф(2") Ф(р;""). . .Ф(0—1) Ф(р%-1). . .Ф(р'") 


2—1 14-1 


разъ. ОлБдовательно, изображая чрезъ Р, произведеніе всвхъ 
чиселъ простыхъ съ р; и < р,ї, имфемъ 


оп 4—1 4-1 жа 
в РОВ: .Ф(р") оа 


ММУ. гСіП.Огд.рі 


— 254 — 
Но по вышедоказанному имфемъ 


РЕ=— 1 (000: 2); 
слБдовательно 
П ==1 (той. р"); 


ибо показатель надъ буквою Р въ предыдущемъ сравненіи оче- 
видно четный. 
Въ послфднемъ сравненіи значекъ $ можетъ принимать любое 


изъ значенй 
ое АЕ Е с. 


поэтому можемъ написать 
П ==1 (њой. р“), 
П == 1 (той. р,”°), 


П ==1 (той. р”). 
Сверхъ того по вышедоказанному имфемъ 
ааа П == 1 (той. 2"). 
Изъ (1) и (2) заключаемъ 
П == 1 (той. 2" р, р... р“) 
ИЛИ 
П == 1 (той. А). 


Что и сл6довало доказать. 


$ ҮІ, Теорія индексовъ. Приложенія. 


99. ИзвЪетно, что если число & имфетъ первообразный ко- 
рень 9, то всякое число а простое съ ё можно представить такъ: 


аа алы а == (той. А), 
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гд 2 изображаетъ нБкоторое изъ чиселъ 


ЯЕ 0, 1, 2,...Ф(0) —1. 


Кром% этого одного рБшенія 2 сравнеше (1) имфетъ безчис- 
ленное множество другихъ, опред$ляемыхъ по общей ФормулБ 


х— Ф(®, 


гдЪ ё пзображаетъ произвольное цБлое число. 

Число 2, удовлетворяющее (1) и содержащееся въ (2) назы- 
вается индексом или указателемг числа, а; число д называется 
основанаемз системы индексовъ. 

Индексъ какого нибудь числа @ для сокращенія изображается 


СИМВОЛОМЪ 
а а. 


Онъ обладаетъ свойствами аналогичными со свойствами лога- 
риемовъ. 
Если а == 0 (той. А), то очевидно ша = 1456. 
Индексъ основанія всегда равенъ 1. Сверхъ того имфемъ 
ефе МЕНЕ 
Ша 1 = 0, 124(— 1) = 1Ф(№). 


100. Теорема. Индексь произведенія двухь чисель сравним 
по модулю Ф(К) сг суммой илхг индексов. 
ДЪйствительно, мы имћемъ два сравненія 


а = 91%“ (той. А) 
Г 
а = 014“ (той. №, 
которыя перемножая почленно, получаемъ 


аа == н а 4 а (той. К). 
Но, съ другой стороны, имфемъ 


аа’ = 91144“ (той. №; 
слБдовательно 


914 аа ета фз а Шаа (той. К). 
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А такъ какъ д принадлежитъ къ показателю Ф(®), то изъ 
послБдняго сравненія вытекаетъ 


а аа = айа -н Той а (той. Ф(®)). 


Что и слБдовало доказать. 


СлБдетвіе 1. Индексь произведенія какозо уюдно числа чи- 
сель сравним по модулю Ф(К) сё суммой ихг индексов. 

СлЪдствіе 2. Индексг степени какото одно числа сравнимо 
по модулю Ф(К) сз произведеніемг показателя степени на индексь 
числа. 

Отсюда слБдуетъ, что по даннымъ индексамъ чиселъ @, а’, 
а’... легко вычислить индексъ произведенія ааа’... Для 
этого стоитъ только составить наименьшій положительный вы- 
четъ суммы айа -н ш4а’-+ айа” ~... по модулю Ф(®); это 
и будетъ искомый индексъ. 

Наименьшій положительный вычетъ произведешя л ша а 
равенъ индексу степени а". 

101. Имфя таблицы индексовъ веБхъ чиселъ, составленныя 
для различныхъ модулей, можемъ ими пользоваться для удобнаго 
рБшенія разныхъ вопросовъ въ теоріи чиселъ, подобно тому 
какъ въ алгебрЪ пользуются логариеомическими таблицами. 

Возьмемъ во вниманіе сравненіе 


УРТ ... 2 == 9 (104. №), 
гдф 9 простое съ й, и положимъ что Е имфетъ первообразный 
корень д. 


Искомое рфшене х должно быть простымъ съ Ё, а такъ 
какъ индексы чиселъ сравниыхъ между собой равны, то 


а 2" = 147. 
Съ другой стороны имЂемъ 


аа" == п шах (той. Ф(®)); 
слБдовательно 


(9) ......... пйх == д (той. (К). 
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Это сравненіе первой степени относительно неизвЪстнаго 
шах. Если общий наибольший дБлитель 4 чиселъ м и Ф(/) дБлитъ 
144, тогда оно имфетъ ровно 4 рБшеній, несравнимыхъ по мо- 
дулю Ф(®. Наименьшій положительный вычетъ каждаго изъ 
этихъ рБшеній будеть индексомъ соотвБтствующаго рфшеня 
сравненія (1). По данному ш = мы отыщемъ въ таблицахъ 
самое число 2, и такимъ образомъ можно опредфлить всф а рБ- 
шеній (1). 

Если 40 не длится на 4, тогда (2), а тБмъ самымъ и (1) 
невозможно. 

Только что полученное условіе, необходимое и достаточное 
для того, чтобы сравненіе (1) имЂло р5шене, можно выразить 
въ другой Форм. ДЪйствительно, по означенному условію можно 
написать , 

д == 0 (той. №; 


Е 
отсюда, возвышая обЪ части въ степень 2. получаемъ 


(0) 


РОЯ? 44 == 1 (той. №). 


Легко доказать обратное: если (3) имфетъ мЪсто, то тогда 
(1) возможно. Для этого возвысимъ обЪ части сравненія 


0 == 01" 4 (шой. А) 


Ф®). Е 
въ степень 2; получаемъ 
+ тад Ф(0) 
99 "1==04 (той. №). 


Это на основаніи (8) принимаетъ видъ 
2( 
а аа 


==1 (704. А). 


Отсюда заключаемъ, что показатель 


К 
9% Тад 


п, 17 
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дфлится безъ остатка на Ф(®), другими словами, что ш4 4 д$- 
лится на 4. СлБдовательно сравнеше (1) имфетъ рБшеніе, и усло- 
віе (3) вполн равносильно прежде найденному. Это даетъ такую 
теорему (и? 78). 


Теорема. Если  имљетг первообразный корень, то сравненіе 
2 == 4 (шой. №) 


возможно или невозможно, смотря по тому удовлетворено ли 


условіе КА 
9 == 1 (той. А), 


или нњътг; при чемг 4 изображаєтг общий наибольший дњлитель 
п и Ф(Ю). 

Вг случат, если услове удовлетворено, сравненіе имљетг 
ровно 4 рљшеній. 


102. Перейдемъ къ другому частному случаю, именно 
= 2" 2 8, и разсмотримъ сравнене 


ое 2% == 0 (той. 2"), 


предполагая, конечно, 4 числомъ нечетнымъ. 
Известно, что всякое нечетное число 4 можно представить 


въ ВИДЪ | 
9 == (— 1) 38 (той. 2”), 


гдБ о равно нулю или 1, а В равно одному изъ чиселъ 0, 1, 2,... 
2—1 
Положивъ 
а= (— 1) 3", 


вмЪето (1) будемъ имЪть 


(— 1)" 3" == (—1)* 38 (шой. 2”). 
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Сравненіе это распадается на два, именно, 


| пЁ == а (той. 2), 
| и == 8 (той. 2" *); 


изъ нихъ первое служитъ для опредЪленя Ё, второе — для опре- 
дБленія т. 

Если т нечетное, оба сравненія (2) имфютъ по одному рф- 
шенію и тогда сравненіе (1) имфетъ одно рБшеніе. 

Если же п четное, то, чтобы сравненія (2) были возможны, 
необходимы и достаточны условія: 


гдф 4 изображаетъ общий наибольший дфлитель чиселъ м и 2” *. 


Допустивъ, что послБдея условія удовлетворены и положивъ 


д = 3“ (той. 2”), 


имфемъ 
от—2 


ана 4 @ ==! (той. 2"), 
Обратно, допустивъ, что (5) имфетъ м$ето и положивъ 


д == (—1)* 3 (той. 2”), 

имБемъ 
9т—2 9т—2 
(1) 9 8 4 1 (шой. 2”), 


откуда заключаемъ 


в" — ==0 (шой. 2) 


в = 0 фа" "|. 
17° 
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Посл6днее сравненіе приводится къ слБдующему виду 
В == 0 (шоа. а), 
что совпадаетъ съ (4). Сл$довательно условіе (5) замфняетъ (4). 
Такимъ образомъ мы доказали теорему: 


Теорема, Сравненіе 
2% = 0 (той. 2"), (т> 2), (0=21-- 1), 


при нечетном5 т имљетт вседа одно только рњшеніе. 
При четномз т оно возможно только вг томг случат, кода 
удовлетворены два условія: во первылљ, должно имъть мњсто 


е 
равненае сау 


д @ ==! (њой. 2"), 


ад 4 есть общий наибольший дълитель чисель т и 9” *; во вто- 
рытз, число 9 должно быть вида 8# ~ 1. 

При соблюдени означенныхь условій сравненіе имњетљ ровно 
24 ръшеній. 

Посл®днія двБ теоремы даютъ возможность опредФлить 
а ргіогі число рБшеній сравненія 


2" == д (той. #) 
при какомъ угодно К. 
Примљрг. Возьмемъ сравненіе 
2? == 125 (шой. 504); 
оно приводитея къ тремъ слъдующимъ: 
а? == 5 (то4. 8), 2? = 6 (той. 7), 2? == 8 (той. 9). 
СоотвЪтствующія имъ условія возможности суть такія: 


62 = 1 (тоа. 7), 8 = 1 (тоа. 9). 
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Такъ какъ каждое изъ нихъ въ дБйствительности удовлетво- 
рено, то послБднія сравненія имфютъ соотвфтственно 


25-8 


ШГ$шенй. Произведеніе этихъ чиселъ равно 9; поэтому число 
Ш$шен!йй начальнаго сравненя есть 9. 

103. Вышеизложенныя начала теоріи индексовъ можно рас- 
шространить и на модуль 2" > 8; но только тогда каждое число 
будетъ опредБлятьея двумя индексами. 

ДЪйствительно, каково бы ни было нечетное число ®, мы 
можемъ положить 


п = (—1)* 38 (шой. 2”), 


шричемъ е == 0 или 1, смотря по тому будетъ ли число ® вида 
8—1 или 87-4 3, или не будетъ; В < 2" °, Показатель а 
назовемъ первымъ индексомъ числа э по основанію 3, а показа- 
тель В — вторымъ, и будемъ писать 


а == 14 н, В = Ша”. 


Тогда легко убЪфдиться въ справедливости слБдующихъ пред- 
ложеній. 


1°. Какѕ первые, такз и вторые индексы сравнимытхг чиселе 
соотвњтственно равны между собой. 


2°. Индексы произведенія нњсколькихљ чисель опредъляются 
пто формуламь 


114, а6...с = Ша а + 104, 6... 4 Ша; с (то. 2), 


ша, 46... .с = 04, а + 04,6 -+...-н ай, с (той. 2°). 


3°. Индексы степени опредъляются по формулам 


Г, а" == и аа, а (той. 2), 


Іо, а" == п 04, а (той. 2°). 
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Имфя таблицу индексовъ всфхъ чиселъ по модулю 2", мо- 
жемъ при ея помощи удобно рЪшать сравненія вида 


о О Р И 2" == 4 (той. 2"). 
ДЪиствительно, изъ (1) выводимъ 

ОИ" п а, 2 == 104, 4 (той. 2), 

К РРР п ша, 2 == 114,4 (той. 2" *). 


Если п нечетное, оба сравненія (2) и (3) имБютъ по одному 
ръшенію. РБшенія эти опред$ляютъ индексы неизвБстнаго =; 
по нимъ изъ таблицы отыщемъ прямо 2. 

Если же я четное, тогда сравнения (2) и (3) возможны только 
при условіи, чтобы значеніе 114,4 было четное, а 114,4 дЪли- 
лось на общий наиболышй дфлитель а чиселъ п и 2" *. Смотря 
по тому, будетъ ли это двойное условіе удовлетворено или нфтъ, 
сравнеше (1) будетъ имфть 24 рБшеній или ни одного. 


Примтуз. Принимая за модуль число 64 = 25, а за осно- 
ваніе 3, составимъ двБ таблицы, изъ которыхъ первая содер- 
житъ индексы веБхъ чиселъ по порядку, а вторая даетъ возмож- 
ность по даннымъ двумъ индексамъ опредФлить прямо соотвЪт- 
ствующее число. 
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114. п ша, п 


0 0 
1 0 
11 0 
14 0 
2 0 
7 0 
5 0 
10 0 
1 0 
13 0 
15 0 
10 0 
6 0 
3 0 
8 0 
9 0 
8 1 
9 1 
З 1 
6 1 
10 1 
15 1 
15 1 
4 1 
12 1 
5 1 
7 1 
2 1 
14 1 
11 1 
1 1 
0 1 
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При помощи этихъ таблицъ предложимъ себБ рфшить 


сравненіе 
28 == 41 (той. 64). 


Для этого беремъ индексы обфихъ частей и получаемъ 


6 Ша; х == а, 41 (той. 2), 
6 па, 2 = 104, 41 (шой. 16). 


Изъ первой таблицы находимъ 104, 41 = 0, Іа, 41 = 10; 
слБдовательно имфемъ 


6 14, 5 ==0 (то4. 2), 


6 14. х == 10 (той. 16), 


откуда выводимъ 
ПиН == 00717 


А д СА 


Әти значенія даютъ четыре различныхъ рБшенія для 2; веб 
они опред$ляются непосредственно изъ второй таблицы, именно: 


д = 11, 43, 53, 21. 


104. Возвращаясь къ тому случаю, когда модуль # имфетъ 
первообразный корень, мы оббзначимъ чрезъ ди 9’ два какихъ 
нибудь первообразныхъ корня числа и примемъ во внимане 
индексы произвольнаго числа в, взятые разъ по основан!ю д, 
другой разъ по основаню 9; первый изъ нихъ будемъ изобра- 
жать чрезъ Га а, второй чрезъ таа. 

Положивъ это, мы замфчаемъ, что рЕшеніе сравненія 


9 == @ (04. А) 


можно выразить такъ: 
д = 04 7 8 
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Съ другой стороны, взявъ индексы обфихъ частей предыду- 
щаго сравненія по основанію д, получаемъ 


2 а, 9 = Ша, а (шой. Ф(®)). 


Отсюда, внося на мфсто х предыдущее выраженіе, полу- 
‘чаемъ 


оа ТРИЕ Шара 04, 9 == ша, а (той. (К). 
ДФлая здБеь а = д, находимъ 

Е. 04,9 104,9 == 1 (той. $(®)). 
Изъ (1) и (2) выводимъ 

Е. Шара == Ша, а 54, д (той. Ф(0)). 


Сравненія (2) и (3) р5шаютъ вопросъ о переход отъ осно- 
ванія д къ основаню у. На самомъ дфлф, имЪя таблицу съ ин- 
дексами по основанію д, мы можемъ изъ (2) опред$лить значене 
та, 9, затБмъ, умножая на 4,9 всБ индексы въ таблиц, 
будемъ получать индексы по новому основанію 0. 

Такъ какъ число всфхъ первообразныхъ корней есть ф(Ф(К)), 
то, приравнивая послдовательно значеше 9’ всевозможнымъ 
первообразнымъ корнямъ, на основаніи (2) заключаемъ, что зна- 
ченіе 14,9 перейдетъ тогда чрезъ вс ф($(#)) чисель < Ф(#) 
и простыхъ съ Ф(Ё). Соотвфтетвенно этому наименьший положи- 
тельный вычетъ произведеня 


а 4,9, 


взятый по модулю ф(/), м$няя свое значеніе, достигнетъ мини- 

мума 4, равнаго общему наибольшему дБлителю чиселъ Фф(К) и 

па, а. Это есть минимумъ значенія Г, а при всевозможныхъ 
. , 

основаняхъ д. 
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Для опредфленя корня 9, относительно которааго та, а 
достигаетъ означеннаго минимума, слБдуетъ подобраать число # 
такъ, чтобы сумма 

іда 


а а 


Ф(0 
ай 
представила число № простое относительно Ф(/). Это) возможно 
вслБдствіе того, что числа 


пала 
9 (0) 
а и 7 


взаимно простыя. Тогда искомый корень выразится тгакъ: 


0 = 0" (шой. Ф(®)). 
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ГЛАВА ІХ. 


О функціональныхъ сравненіяхъ и о неприводимыхъ функціяхъ. 


$1. 0 Функціяхъ, еравнимыхъ по двойному модулю. ВБвше- 
не Функціональнаго еравненія первой степени. 


105. Способы изслБдованія, примБняемые нами въ предше- 
ствующихъ главахъ, могутъ быть перенесены и на Функціи; 
многіе результаты, такимъ образомъ добытые, представляютъ 
большой интересъ. 

Изображая чрезъ р какое нибудь простое число, а чрезъ /(2) 
какую нибудь Функцію неприводимую по модулю р, мы согла- 
симся называть Функціи (2) и [(2) сравнимыми по двойному 
модулю [р, Е(2)], если разность (2) — ѓ,(2), по модулю р, д- 


лится на (2) безъ остатка, то есть если имфетъ мБсто такое 
тожество: 


Ёа) — (0) = Е) фа) + рф), 


гд Ф(2) и ф(2) изображаютъ цфлыя Функціи (м? 70). Символи- 
чески это свойство выражаютъ такъ: 


(2) == (0), шой. [р, Р(2)], 


и говорятъ, что это есть функціональное сравненіе. Функція (2) 
называется вычетомъ Функціи (2), и наоборотъ. 
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Надъ Функціональными сравненіями позволяется произво- 
дить такія же операщи какъ и надъ обыкновенными сравне- 
ніями: ихъ можно складывать, вычитать, умножать, а также и 
дфлить съ соблюдешемъ условія, чтобы сокращаемый множитель 
не длился по модулю р на модулярную Функцію Е($). 

Обозначимъ степень Ё(2) чрезъ т. 

Раздфливъ по модулю р Функцію [(2) на Е(2), получимъ въ 
остатк$ нБкоторую Функцію 7(5) степени ниже м; это будетъ 
наименьшій вычетъ Функціи (2) по модулю [р, Е(2)]. Коеффи- 
ціенты въ выраженіи наименьшаго вычета можно увеличивать 
или уменьшать на произвольную кратность модуля р; вслБдствіе 
этого можно предполагать, что они положительны и < р. 

Если дв Функціи Ѓ(2) и /,(2) сравнимы по двойному модулю 
[р, Е(2)], то наименыше ихъ вычеты 7(2) и 7,(2) сравнимы 
просто по модулю р, и наоборотъ. 

Функціи, сравнимыя по модулю [р, Е(2)] съ одною какою 
нибудь Функціей, сравнимы также и между собой, каждая съ 
каждой, по тому же модулю. Ве онф образуютъ одинъ классъ. 

Число хункщЙ въ каждомъ класе безконечно, но число раз- 
личныхъ классовъ конечно; оно равно числу Функцій степени 
ниже м, несравнимыхъ между собой по модулю р. Такія Функціи 
получаются изъ общей Формулы 


а” ‘ах 4... жа я-а 


если давать коефФФиціентамъ значенія 
0, 1, 2,...р—1. 


СлБдовательно ихъ число есть р". 
106. Пусть 


(1).......... тб), 060), . тн @ 


изображаютъ всф Функціи степени ниже м, несравнимыя между 
собой по модулю р и отличныя отъ нуля. 


мимлм.гсп.ога.р| 


— 269 — 


Возьмемъ во вниманіе какую нибудь Функцію [(2), не дБля- 
щууюся по модулю р на А2), и обозначимъ соотвфтственно чрезъ 


Е Ина 8100), 8(0),.. Зв (2) 


наименыше вычеты произведеній 


Га) тч), Ка) та), . Ра) тт лб), 


по модулю [р, Е(2)]. 
Рядъ (2) будетъ только порядкомъ членовъ отличаться отъ (1); 
сл'Бдовательно имфемъ 


Ра)?" 7 (2) 0)... п 100) == 72) 7.(@) . - «Тут (@), 
шой. (р, Е (2). 
Отсюда, сокращая обф части, получаемъ 
уст. ло Қа)?" ==1 шой. (р, Е@)). 


Это сравненіе для функцій представляетъ то же что теорема 
у 
Фермата для чиселъ. Отсюда получаемъ, какъ сл6дстве, сравне- 
< 5 ) 
не 
п 
А ИА (а)? == К) той. (р, Е(2)), 


которое справедливо для всякой Функціи [ (2), какъ дфлящейся 
на Е(7), такъ и не дЪлящейся. 

Переходъ къ частному случаю (2) =х приводитъ къ слБ- 
дующей теорем%. 

Теорема. Всякая функція Н), неприводимая по модулю р, 
есть дълитель функціи 

а?" — ©. 

то тому же модулю р. 

Хотя теорема эта и составляетъ какъ будто частный случай 
сравненія (4), но въ свою очередь сравнене (4) можетъ быть 
выведено какъ слБдствіе послдней теоремы. 
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Это легче всего показать при помощи тожественнаго сравне- 
нія (1 74) 
Кар" == Ка") (той. р). 


На основані предыдущей теоремы имЂемъ 
д" = = той. (р, Е(а)); 
вслЪдетвіе этого означенное сравненіе приводитъ къ такому: 
Ка)" == Ка) шо. [р, (4). 


107. Функціональныя сравненія могутъ содержать Функши 
неизв$етныя. 
Сравнене 


(1) АХ" АХ" *-+...+4А,_Х--А„==0, шой. [р, Е(2)], 


гдБ 4, 4,,... 4, какія нибудь данныя Функци, а Х Функція 
искомая, называется Функціональнымъ сравненіемъ 7-ой сте- 
пени; при этомъ предполагается, что коеффищентъ А не длится 
по модулю р на /(2). 

Коеффищенты 4, 4,,....А„ могутъ быть замфнены ихъ 
наименьшими вычетами. 

Если Х = (х) удовлетворяетъ (1), то ему удовлетворяетъ 
также всякая другая Функція сравнимая съ (х) по модулю 
[р, Е(2)]. ВеБ такія рБшенія выражаются общею Формулой` 


Х == Ѓ(2), шой. [р, Е(2)], 


и не считаются за различныя. 
Функціональное сравненіе первой степени 


А м и АХ == 1, шой. [р, Р(а)], 


въ которомъ известный членъ равенъ 1, рБшается просто по- 
средствомъ ряда послБдовательныхъ дБленій по модулю р, какъ 
и численное сравненіе вида 


ах = 1 (той. р). 
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Но можно рБшеніе выразить явнымъ образомъ. На самомъ 
ДЪлЬ, такъ какъ по предположенію коеФФиціентъ А не дБлится 
по модулю р на (2х), то имЪфетъ мето сравненіе 


АР" == 1, той. [р, Е(а)]. 
Оно можетъ быть написано такъ: 
ААР"—1 — 1, шой. [р, Е(2)]. 
Отсюда видно, что 
Х ==.4%*—1, шой. [р, Е(2)] 


удовлетворяетъ сравненію (2). 

Сравнеше 7-ой степени можно всегда представить такъ, 
что коеФФиціентъ у Х” будетъ равнымъ 1. Ибо, умножая обЪ 
части (1) на Функцію В, удовлетворяющую условію 


АВ = 1, той. [р, Е(%)], 
мы получаемъ сравнеше вида 
А А ВХ" т.- . ЕВ Оу ЧОДРА ЧЕЛ, 


равносильное (1), причемъ В,, Б,,... В, изображаютъ соот- 
вЪтственно наименьшіе вычеты произведеній 4, В, 4, В,... 4, В, 
взятые по модулю [р, [(2)]. 

Такимъ образомъ сравненіе первой степени 


о... АХ = А,, той. [р, Е(4)] 


во всякомъ частномъ случа$ можетъ быть приведено къ виду 
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не (3) имфть не можетъ; ибо изображая чрезъ Х, и Х, двЪ 
какія нибудь Функціи удовлетворяющія (3), имфемъ 


АХ, = А, \ 


‚ той. [р, Р(2)], 
АХ, = А | 


откуда выводимъ 
А(Х, —Х,) =0, той. [р, Е(2)]. 


А такъ какъ А по предположеню не дфлится на Е(7), то 


слБдовательно 
Х, = Х,, 04. [р, Е(2)]. 


Это показываетъ, что хункши Х, и Х, составляютъ одно 
рБшеніе. 


$ П. Теорема Лагранжа. Слъдетвія. 


108. Теорема. Число рљшеній функціональна сравненія 
не можетг превышать ею степени. 
ДЪйствительно, если Х; удовлетворяетъ сравненію 


(1). . Хх" АХ"... А, == 0, той. [р, Е(2)], 


то раздБляя полиномъ составляющий первую часть (1) на Х— Х,, 
получаемъ въ остаткБ Функцію перемфннаго 2, дБлящуюся на 
[р, Е(а)]. Поэтому сравненіе (1) можно замфнить слБдующимъ: 
(92). . (Х— Х,) (Х"*- ВХ" 7°... В) = 0, 

той. [р, Ё(2)]. 


Отсюда видно, что всякое рБшеніе сравненія (1), отличное 
отъ Х,, должно удовлетворять сравненію 


х". ВХ" *+...+В, == 0, шой. [р, Р@)], 


1 


и если разъ доказано, что всякое сравнеше (т — 1)-ой степени 
не можетъ имфть болће ж — 1 рБшеній, то тБмъ самымъ дока- 
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зано, что и всякое сравнеше и-ой степени не можетъ им%ть б0- 
ле т рБшеній. Но сравненіе первой степени имфетъ одно только 
рБшеніе; поэтому сравненіе второй степени не можетъ имфть 
болБе двухъ рБшеній; отсюда въ свою очередь слБдуетъ, что 
сравненіе третьей степени не можетъ‘имфть боле трехъ рЪше- 
ній и такъ далђе. 


Сл®детвіе. Если функщональное сравненіе, по виду т-ой 
степени, 


АХ" АХ" А, ХХ"... А, == 0, шой. [р, Е (2)] 


имъеть болње чњмг т ртъшеній, то всњ коеффииенты А, А, , 
А,,. . . А, длятся безг остатка на [р, Е(2)], то есть 


А== А == А, ==...== А, == 0, шой. [р, Е(2)]. 


109. Сравненіе 
"1 
ХР — =1, шой. [р, Р(2)] 
удовлетворяется всевозможными Функціями, за исключеніемъ 


тБхъ, которыя дБлятся по модулю р на /(2). Обозначивъ чрезъ 


Х,, Х,,...Х,ъ_у Функцін отличныя отъ нуля, получаемыя изъ 


общей Формулы 
а 024 0,22 +. ..4-а, 2 
гЬ а, а,,...а, принимаютъ послБдовательно значенія 
0, Р; 2,...р—1, 
напишемъ сравненіе 


(1) Хх" —1—(Х—Х, (Х—Х,...(Х—Хи_1) = 0, 
той. [р, Е(2)]. 


Ему очевидно удовлетворяютъ Функціи 


Е Н ан 


и, 18 
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между тфмъ его степень ниже р" — 1; поэтому коеффищенты 
у различныхъ степеней Х въ первой части (1) д$лятся по мо- 
дулю р на Е(2), и сравненіе представляетъ тожество. 

Длая въ (1) Х = 0, получаемъ 


Х, Х,Х,...Х» == — 1, шой. [р, РФ) 


Это есть теорема Вильсона для Функціональныхъ сравненій. 
110. Обозначая, какъ и прежде, чрезъ ® степень Ё(2), мы 
замфчаемъ, что всякое Функціональное сравненіе 


(1).....:... КО ==0, по. [2, Р(2)], 


степень котораго равна или выше р”, можетъ быть замфнено 
другимъ, степени ниже р”. Для этого стоитъ только раздфлить 
[(Х) на ХР" Х, принявъ Х за перемфнное. Обозначая оста- 
токъ полученный отъ этого дфлешя чрезъ +(Х), а частное чрезъ 
Ф(Х), имфемъ равенство 


КХ) = (Х2" — Х) Ф(Х) + ф(Х), 


прямо показывающее, что всякое рБшеніе сравненія (1) удовле- 
творяетъ также и сравненію 


ПОРСО Ф(Х) = 0, той. [р, А(2)], 


равно и наоборотъ. СлБдовательно сравненіе (2) вполн замЪ- 
няетъ (1); между тБмъ степень (2) ниже степени (1). 

Предположивъ теперь, что степень Функціональнаго сравне- 
нія ниже р", не трудно доказать слБдующую теорему. 


Теорема. 002 функшональное сравненіе 
КХ) == 0, той. [р, А(2)] 


имњло столько ръшеній, сколько единиц. содержится в5 ею 
степени, необтоддїо и достаточно, чтобы всњ коеффиціенты 
у различныхг степеней Х вг выраженін остатка отг дъленія 
ХР" Х на {(Х) дњлились по модулю р на Е (а). 
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На самомъ дБлБ, обозначивъ чрезъ Ф(Х) и Ф(Х) частное и 
остатокъ отъ дёлешя ХР" Х на КХ), имфемъ равенство 


м. ХР" —Х = ИХ) Ф(Х) + ф(Х), 
которое показываетъ, что вс$ рБшенія сравненія 
Бе) ловы» КХ) = 0, ой. [р, Е(2)] 
 удовлетворяютъ также и сравненію 
ОСУ Ф(Х) = 0, той. [р, Е(@)]|. 


_А такъ какъ степень Функцій ф(Х) ниже степени /(Х), то, 
предположивъ, что (4) имфетъ столько рБшеній сколько единицъ 
содержится въ его степени, приходится заключить, что всё 
коефФищенты въ выражен ф(2) длятся на [р, 2(2)]. 

Остается доказать обратное: если всБ коеффишенты въ вы- 
ражени ф(Х) дБлятея на [р, Е(2)], то сравненіе (4) имфетъ 
тогда столько рБшеній, сколько единицъ содержится въ его 
степени. 

Для этого мы принимаемъ во вниманіе равенство (3) и за- 
мБчаемъ, что сравненію 


Е КХ) Ф(Х) + Ф(Х) = 0, той. [р, Е@)] 


удовлетворяетъ всякая Функція Х, велБдствіе чего число его 
рБшеній равно р". Но, по предположенію, всБ коеффищенты 
въ выражени ф(Х) сравнимы съ нулемъ по модулю [р, Е(2)]; 
поэтому сравненіе (6) можно написать проще такъ: 


Ш... ЁОХ) Ф(Х) = 0, њой. [р, Е@)|. 


Отсюда видно, что если произвольно взятая Функція Х не 
удовлетворяетъ сравненію (4), то тогда она навфрно удовлетво- 
ряетъ сравненію 


_ арт Ф(Х) = 0, той. [р, Е(2)]. 
18* 
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Слфдовательно, еслибъ сравненіе (4) имфло меньше рБшеній 
чБмъ единицъ содержится въ его степени, то (8) имфло бы 
больше ршенй чБмъ единицъ въ его степени, велБдств!е чего 
вс коеффищенты въ выраженіи Ф(Х) должны бы дБлиться по 
модулю р на Ё(2). Но это не имфетъ м$ста; ибо коефхфищентъ 
у наивысшей степени перемннаго Х въ выраженіи Ф(Х) ра- 
венъ единиц%. 


СлЪдств1е. Сравненіе 
Х" ==1, шой. [р, А(2)] 


тогда только имъеть ровно т рњшеній, кода т есть дълитель 
разности р"— 1. 
111. Изъ сравненія 


АРА 20" ==, шой. [р, Е], 
какъ слБдствіе, вытекаетъ 
Е ЕТЕА 20" =, шой. [р, Е(2)]. 
ДЪйствительно, возвышая об части (1) послБдовательно 
въ степени р", р", р", . . . р)", получаемъ рядъ сравненій 
52" =, 
ГУИ 2" 


РЭО, тоа. [р, Е(2)], 


откуда прямо вытекаетъ (2). 
Итакъ, если т есть кратное %, то имфетъ м$сто сравненіе 


АЕРА де" == а, шой. [р, Е(2)]. 


Но чтобы узнать веБ случаи, когда (3) имфетъ м%сто, необ- 
ходимо доказать слБдующую лемму. 
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Лемма. Если не равно нулю и < т, то функшя 2 — 0 
не дълится по модулю р на Е(®). 

На самомъ дфлБ, допустивъ противное, мы будемъ имфть 
сравненіе 


(0). ......... 27 =, шой (0, РО), 


откуда непосредственно вытекаетъ такое: 
г 
Ка’ ) = Га), той. [р, Е(а)], 


причемъ (2) означаетъ произвольную Функцію. 
Но, съ другой стороны, мы имфемъ сравненіе 


Ка?) = (а), (əой. р); 
слБдовательно 


Ёа)? == (а), шой. [р, Е0(2)]. 
Әто приводитъ къ заключенію, что сравненію 
ЧЕРТ ХР == Х, шой. [р, Е(2)] 


удовлетворяетъ всякая Функція Х; другими словами, оно имфетъ 
р" рБшеній. Но это противорфчитъ теорем Лагранжа, ибо сте- 
пень сравненя (5) ниже р"; поэтому сравнеше (4) невозможно. 
Что и требовалось доказать. 

Теперь легко доказать справедливость слБдующей теоремы. 


Теорема. Сравненіе 


хр" ==, шой. [р, Е(2)] 


тогда только имъеть мњсто, кода число т дълится на сте- 
пень функии Е (а). 

Д'йствительно, обозначая чрезъ и степень модулярной Функ- 
щи, а чрезъ 7х остатокъ отъ дБленія т на ®, и полагая 


т = п + 7, 
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мы замфчаемъ, что сравненіе 
т 
Пенн: оне 2? == 0, шой. [р, Е(2)] 
можно написать такъ: 
пд, уг з 
(2? ЭР == к, той. [р, Е(2)], 
а это, на основанш вышедоказаннаго, приводится къ слБдую- 
щему виду: 
а 
е Уран др = =, шой. [р, Е(2)]. 

Обратно, изъ (7) вытекаетъ (6), такъ что эти сравненія 
вполн замфняютъ одно другое. Но такъ какъ 7 < м, то изъ 
предшествующей леммы слФдуетъ, что сравненіе (7) имЂетъ 
мБсто только при ~ == 0. СлБдовательно сравненіе (6) имЪетъ 


мфето только тогда, когда т длится на м, что и требовалось 
‘доказать. 


$ Ш. Разложеніе функцій 22° — : на множители неприво- 
димые по модулю р. Сл®детвія отсюда вытекающия. 


112. Теорема. Каковз бы ни быль простой модуль р, функ- 
ція 22" а сравнима сг произведеніемь всъхь неприводимыт% 
функий, степени которыхь суть дълители числа п. 

На самомъ дфлБ, называя 


Ка) = 22" — 2, 
имфемъ 
Ё(@&) = — 1, (той. р), 


откуда видно, что ѓ(2) и [ (2) относительно простыя по модулю р; 
слБдовательно въ разложеніи Функціи 22" на неприводимые 
множители нБтъ кратныхъ множителей (7° 75). 

Изображая чрезъ Р(х) какую угодно неприводимую Функ- 
цію, степень которой дБлитъ ®, имфемъ 


д" == 0, шой. [р, Е (2)]. 
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Это показываетъ, что (2) входитъ въ составъ Функціи 
д" а. 

Обратно, степень всякой неприводимой Функщи, входящей 
въ составъ 2", есть дфлитель числа т. Ибо, обозначивъ 
чрезъ Ё(5) какой нибудь изъ неприводимыхъ дфлителей Функ- 
цій д2", имфемъ сравненіе 


д"— т == 0, той. [р, Е(*)], 


на основани котораго заключаемъ, что м длится на степень 
Е (2) (т 111). 

Итакъ, въ составъ Функщи 22"— 2 входятъ всф неприво- 
димыя Функцши, степень которыхъ дфлитъ м; кромВ этихъ ни- 
какія другія Функціи въ составъ в" а не входятъ; слБдова- 
тельно Функція 22" — 2 сравнима съ произведеніемъ всхъ озна- 
ченныхъ неприводимыхъ Функцій. Что и слБдовало доказать. 

113. Изъ послБдней теоремы вытекаетъ простой способъ 
составленія произведенія вс$хъ неприводимыхъ Функцій данной 
степени. | 

ДЪйствительно, обозначимъ чрезъ Ф, произведене неприво- 
димыхъ Функцій ®-ой степени, и допустимъ, что намъ извЪстны 
всБ Функціи Ф,, Ф,,... до Ф, , включительно. Обозначивъ 
чрезъ 


и пиров 


$? 

всЪ дфлители числа т, имЂемъ сравненіе 
У 

а? — 2 == Ф, Ф Ф,,...Ф» Ф (той. р), 


во второй части котораго Функціи Ф,, Ф,,...Ф,, извБетны. 
СлЪдовательно Функція 22" д длится по модулю р безъ остатка 
на произведеніе Ф, Ф,...Ф,, и частное равно искомой Функ- 
ци Ф,. 

ЗамЪчая теперь, что 


Ф, = #(2—1) (#—2)...@—р-+1) ==1Р— 2, (той. р), 
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мы получаемъ для Ф, такую Формулу 
Е "а, 
— 4 


СлБдующия Функціи можно выразить такъ: 


Ф, = солане (той. р), 
а? — 2 
77 — К 
Ф, = 72 (той. р), 
2” — 1 
Е. 
Ф, = ЕЕ (той. р), 
2? — 2 
г. Тед 
до, ©. (шы, а), 
(а — 2) (2 — 1) 
и такъ далБе. Для простаго % имфемъ 
| е 
Ф = 2° (шой. р). 
2? — 4 


Отсюда непосредственно заключаемъ, что число неприводи- 
мыхъ Функцій љ-ой степени, при простомъ ®, равно 


"о 
ве 


114. Чтобы составить выраженіе Функци Ф, для какого 
угодно м, мы предложимъ себ найти такую Функцію [(®) цБлаго 
перем$ннаго м, которая удовлетворяла бы условію 


Ш. >... КО) Ки) Ки.) . . . К) Ка) = 2" в, 


причемъ 1, %., п.,...п;, п изображаютъ веБ дБлители числа п. 
Намъ уже извфстно, какъ рфшается подобный вопросъ (и 14); 
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_для этого мы разлагаемъ число и на произведеніе простыхъ 
множителей 


п — 4, 14.2. ..0” 


т, 
и составляемъ рядъ частныхъ 
№ ГА п и п 
‚ауте. н е. а, 17466 < ) 
п ГА т Г п 


и! 


Число чиселъ а;, @;, а;,... равно очевидно числу соче- 


таній изъ 2% элементовъ по 4. 
Полагая теперь для сокращенія 


Па" — 2) — (2—5) (кР а) "а. 


, ИА 
Па?" — д) = (2—2) (22° — 2) (00° а)... 


мы имфемъ слъдующую Формулу для искомой Функціу [ (п): 


(2%) ПаР— 2) Па“) ПаР"—2)... 


022" — 2) Па "—э П(025— а)... 


(2) 0) = 


Для п = 1, на основаніи (1) заключаемъ прямо 


К) = 2—2; 
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это совпадаетъ съ выраженіемъ Функціи Ф,, даннымъ въ пред- 
шествующемъ номер%; слБдовательно 


Для п = 2 имфемъ 


КИ) (2) = 22° — 2, 


и сверхъ того 
Ф, Ф ==? — в (њой. р); 


откуда заключаемъ 
Ф, Ф, = {1 К2) (то. р). 


ЗамЪчая, что Ф, = (1) и сокращая обЪ части послдняго 
сравненія на Ф,, получаемъ 


Ф, = |2) (той. р). 
Для п = 3 имфемъ 
Ф, Ф, == 22° — = (њой. р) 


Га) 3) ==” — 2; 


отсюда выводимъ 
Ф, Ф, = 11) (3) (шой. р), 
и, сокращая обЪ части на Ф, = {(1), получаемъ 
Ф, = 3) (той. р). 


Продолжая полагать далфе п = 4, 5,... мы убЪфждаемся 
такимъ образомъ, что для всякаго м имЪфетъ мБсто Формула 


(2 д) Па?"—) П(аР#—а)... 


Па" — 2) Па)... 


(4)..Ф = 


п 


(шод. р). 
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Если обозначимъ чрезъ \,, \,,... тБ члены въ произведе- 


В"... 0) а, 1) 2. (0—19; вох 
торымъ предшествуетъ знакъ +, а чрезъ »., ўа: .. ТБ, кото- 
рымъ предшествуетъ знакъ — , то можемъ написать 
ЕСИЕТ Ф(п) = >), — ХХ, 


и сообразно съ этимъ Формула (4) можетъ быть представлена 
такъ: ; 

П(22 2 
== ПЕ све (под. р). 

П(22 *— 2) 


п 


115. Функція перемфннаго х, составляющая вторую часть 
послБдней Формулы, представляетъ цБлую Функцію не только 
въ томъ смысл, что дБленіе слБдуетъ производить по модулю р, 
какъ это здБеь подразумфвается, но даже и въ смысл обыкно- 
веннаго дБленія, такъ что можно написать 


Ф.— пи") 
я (22% а) 


Чтобъ удостовфриться въ этомъ, достаточно принять въ 
соображеніе нижеслБдующія дв леммы. 


Лемма 1. Если количество х удовлетворяетг двумг уравне- 
1ЯмМ5 


а ІА 
а? —0== 0, аР —1=0, (а2 0), 
и если оно не удовлетворяет» никакому уравненію вида 
с 
а? —д=0 


три условіш 0 < с < 0, то тода а дљлится на 6. 
ДЪйствительно, изъ уравненія дї д == 0 какъ слБдствіе 
вытекаетъ уравненіе 
д? а 0, 


при чемъ д изображаетъ произвольное положительное число. 
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Съ другой стороны, обозначивъ соотвфтственно чрезъ 9 иг 
. . а 

частное и остатокъ отъ дфленя а на 6, уравненіе 2? — 2 = 0 

можно написать такъ: 


ь 
(22) 1—0, 
что на основаніи предыдущаго приводится къ слБдующему виду 
д" — 6—0. 


Но г; слБдовательно 7 = 0. Это показываетъ, что а 
дЪлится на б, что и слБдовало доказать. 


СлЪдетв1е. Если количество х удовлетворяетз одновре- 
менно двум уравненямь 


22" — 1—0, 22" д 0, 
то оно удовлетворяет и третьему уравненію 
х? е == 0, 
10 4 есть общій наибольший дљлитель чисел а и а. 


Лемма 2. Каковы бы ни были два числа п и т < т, если 
разложимь т на простые множители | 


а Ф. а 
п = 9,9, ?.. о а 
и заттњмг составим произведеніе 


но) (а) А-Х 


то, какз вг полиномњ ХХ, такг и вг полиномњ Х\,, число чле- 
нов, дљлящихся на т, одинаково. 
Справедливость этой леммы провЪфряется непосредственно. 
116. Переходя теперь къ хункщи 
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мы обозначимъ чрезъ х — о какой нибудь изъ линейныхъ мно- 
жителей ея знаменателя, и пусть 


ете О д" д=0 


есть уравненіе, которому удовлетворяетъ значеніе 2 == о при 
самомъ маломъ показател а, такъ что о не удовлетворяетъ ни- 
какому другому уравненію вида (2) съ показателемъ у р больше 
нуля и меньше 4. 

Предположивъ это, мы замфчаемъ, что множитель 2 — ө 
входитъ въ составъ числителя 


ПР — 2) 


съ показателемъ равнымъ числу членовъ полинома Х\,, дфля- 
щихся на а, а въ составъ знаменателя 


П(22^2 2), 


— съ показателемъ равнымъ числу членовъ полинома Х»., дБля- 
щихся на а. 

Но а <», поэтому на основани вышеизложеннаго заклю- 
чаемъ, что множитель 2 — ө входитъ съ одинаковымъ показа- 
телемъ ‘какъ въ составъ числителя Функціи (1), такъ и въ со- 
ставъ ея знаменателя. СлБдовательно Функція (1) есть цфлая. 

117. Изъ выраженія Функціи Ф, видно, что ея степень 
равна разности ра >р; 
слБдовательно число неприводимыхъ Функцій п-ой степени, по 
модулю р есть 

хр“ Ур 
С ИИК у= РР 


Въ частномъ случа, когда я есть степень простаго числа 4, 
имфемъ 
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Изъ (1) легко вывести два предфла для у. Для этого мы за- 
мЪчаемъ равенство 


: р вур 0 ШЕК - 
>» – ХА озая (1 вн) (1 А ах (1 2.) 
изъ котораго заключаемъ: во первыхъ, 
ГОНЧИ РЕБ ааай а 
во вторыхъ, если $ >> 1, 
і СЫМЫ 1 1 1 
0 Хм Ум 1) 1-м). (=) 
Съ другой стороны имфемъ очевидное неравенство 
1 1 1 Ао 
(а) (1а) (а) 2 (1) (1а) (1—4), 
вторая часть котораго равна $; слБдовательно изъ (4) выводимъ 
ОИУ и, (5-1), 


Переходя теперь къ формул (1), мы представляемъ вторую 
часть въ видЪ ряда 


= "2 $, — 5), | + ив аа). 


1053 р 3 3 
те ЕА: а в. =. 
Отсюда съ помощью (3) выводимъ 


п105р (п 106 р)? (1065р)? 
АЕР ИНАШ е 


Чтобъ получить нисшій предБлъ для числа у, мы замфчаемъ, 
что разность ХА, — >), положительна, велфдств1е чего изъ по- 
слБдней Формулы для у вытекаетъ неравенство 


о [А] ӘР. [ 3—2] +. 
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Отсюда съ помощью (5) выводимъ 


у 2 (919807 (п 106 р)? (п 106 р)? 
2.1.2 2п.1.2.3 Ей. 


Неравенство (7) показываетъ, что число у никогда не равно 
нулю, и что оно удаляется до безконечности, если м безпредЪльно 
возрастаетъ. 

118. Отыскиваніе неприводимыхъ Функцій по данному мо- 
дулю составляетъ задачу, которую мы не умћемъ рЕшать иначе, 
какъ съ помощью послБдовательныхъ испытаній. Рдко удается 
доказать прямо приводимость или неприводимость Функціи из- 
вЪетнаго вида; потому зиасонрая теорема заслуживаетъ 
особаго внимания. 


Теорема. Если а не дљлится на р, то функція 
20—14 а 


неприводима по модулю р. 
ДЪйствительно, допустимъ противное и положимъ 


а: 2? — кн а == |}, (той. р), 


причемъ ѓ изображаетъ неприводимую Функцію степени ниже р. 
Возвысивъ обЪ части (1) въ степень р находимъ 


РУ 22—49 а-а == Р? ЕР (шой. р). 


Возвысивъ обБ части послфдняго сравненія еще въ сте- 
пень р, находимъ 


КАРО дд а-а = Р" РР" (шой. р). 


Продолжая дБйствовать подобнымъ образомъ далБе, мы 
дойдемъ до сравненія 


д" па ==" |" (шой. р), 


гдф т равно степени Функціп /. 
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Складывая почленно сравненія (1), (2),... до т-го вклю- 
чительно и произведя сокращенія, получаемъ такое Функціональ- 
ное сравнене: 


д?" — в та = 0, шой. [7 р]. 
А такъ какъ 
д?" —к==0, шой. [[, р], 


то слБдовательно 
та == 0, той. [[, р], 
или, проще, 
та == 0 (той. р). 


Но это невозможно, ибо ни т ни а не длятся на р; слЪдо- 
вательно сравненіе (1) невозможно, что и слБдовало доказать. 


$ Ц. 0 показателяхъ, принадлежащихъ Функшямъ по дан- 
ному модулю. 


119. Положивъ, что [(2) не длится по модулю р на непри- 
водимую Функцію (2), составимъ наименьшіе вычеты Функцій 


КЕ, Г), Ка, а... а)", ... 
по модулю [р, Е(®)] и изобразимъ ихъ соотвфтственно чрезъ 


(2) р РРА Та И 7, о, 75, · # ӯ: ры 


Ни одна изъ Функцій (2) не равна нулю; но есть между ними 


повторяющіяся. Пусть 
д: == в 


причемъ $ >> Ё; тогда будемъ имЪть 
Ка)! == (а), той. [р, Е], 


откуда выводимъ 
Ка = 1, 004. [р, Е(®)|. 
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СлБдовательно въ ряду (2) есть Функція, которая равна 1. 
Пусть 


"и = 1, 


и положимъ, что значекъ 2% есть самый малый, при которомъ 
7’„==1, такъ что ни одна изъ Функцій 7, 7,,...7„_, Не 
равна 1; число т, такимъ образомъ опред$ленное, есть показа- 
тель, принадлежащий функши [(2) по модулю [р, Е(*)]. 
Положивъ это, и затБмъ разсуждая, какъ въ предыдущей 
главЪ, мы легко удостовЪряемся въ справедливости слфдующихъ 


основныхъ теоремъ. 


Теорема 1. Если функція [(2), по модулю [р, Е(®)], при- 
надлежит кз показателю т, то наименьшие вычеты функцій 


1, ўба), (@},... а)” *, Қа)", ... 


составляютз періодическій ряд; теріодг начинается сг первало 
члена и содержитг ровно т членовг, между которыми нњтт 
равны. 

СлЪдетв1е 1. Если функція {(2) по модулю [р, Е(2)] при- 
надлежитг к показателю т, то, чтобы имњло мњсто функціо- 
нальное сравненіе 


а)! == Ка), той. [р, Р(а)], 
необходимо и достаточно услове 


$ = і (той. т). 


СлЪдств1е 2. Какова бы ни была функиія [(2), показатель, 
принадлежащий кз ней по модулю [р, Е(®)], дљлитг разность 
р" — 1, при чем т изображаеть степень Р (1). 


Теорема 2. Если функція [(х) по модулю [р, Е(®)] при- 
надлежит кз показателю т, то степень (а) по тому же 
модулю принадлежить кз показателю 2 1д% а изображаетг 


общій наибольиий дљлитель т и 1. 
п. 19 
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Теорема 3. Если двъ функціи (2) и [(&) по модулю [р, Е(®)] 
принадлежать соотвњтственно кз показателям т и т, то 
можно найти такую функцію ф(х), которая, по тому же мо- 
дулю, будет» принадлежать кз показателю равному наимень- 
шему кратному чиселё т и т. 


Теорема 4. Каковз бы ни быль дњлитель т числа р" — 1, 
вседа существует» ровно Ф(т) функиій, принадлежащих по 
модулю [р, Е(<)] кг показателю т. 

СлБдовательно существуетъ ровно ф(р" — 1) хункщй, при- 
надлежащихъ къ показателю р" — 1. Онф суть первообразные 
корни Функціи (2). 

Если С есть первообразный корень функцій (2), то всякая 
Функція (2), не дБлящаяся по модулю р на (2), можетъ быть 
представлена такъ: 

(2) == С" той. [р, Е(2)], 
причемъ 
0 < т <р" — 1. 


Число 2% опредФляется такимъ образомъ вполн; оно назы- 
вается индексом Функціи (2). Функція @ служитъ основаніемг 
системы индексовъ. 

Главныя свойства индексовъ Функцій таковы, какъ и свой- 
ства индексовъ чиселъ. 

Чтобъ не повторяться, мы не станемъ входить въ дальнЪй- 
шія подробности по этому предмету; перейдемъ къ изложенію 
другой теори, которая примфняется исключительно къ Функціо- 
нальнымъ сравненіямъ и, по существу, близко подходитъ къ 
тому, что было нами здБеь изложено. 


$ У. 0 падпоказателяхъ, принадлежащихъ къ Функціямъ 
по данному модулю. 


120. Какова бы ни была Функція [ (2), въ ряду 


ЕТЕНЕ Пер, Ге)”, Ра)?" ... 
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всегда найдется такая степень, которая по модулю [р, [(2)] бу- 
детъ сравнима съ /(2). Это очевидно на основаніи теоремы Фер- 
мата, по которой имЂемъ 


Ра)" == а), той. [р, Е(а)]. 


Въ случа, если (2) == 0, той. [р, Е(20)], на место Да) 
можно подставить нуль; тогда означенный рядъ будетъ состоять 
изъ однихъ нулей, что не можетъ представлять какого нибудь 
интереса. Поэтому-то мы постоянно будемъ здБеь подразум%- 
вать, что [(1) не длится по модулю р на Е(2). 

Согласившись обозначать чрезъ |. наименьшее число, нерав- 
ное нулю, при которомъ имфетъ м$сто сравненіе 


Иа)" == (а), той. [р, Е(а)], 


мы будемъ называть |. надпоказателемг, принадлежащимг 
функии Р(х) по модулю [р, Е(%)]. 
Въ связи съ этимъ намъ придется различать дфлители Формы 


0 — 1 


на первообразные и непервообразные. Первообразными будемъ 
называть такіе, которые не дБлятъ ни одного изъ чиселъ 


р— 1, р —1,...р 7—1. 


Можно сказать иначе такъ: дфлитель 4 Формы р“ — 1 есть 
первообразный или непервообразный, смотря по тому принадле- 
житъ ли число р по модулю 4 къ показателю |. или къ показа- 
телю < џ. 

Принимая въ соображеніе вышесказанное не трудно дока- 
зать слБдующую теорему. 


Теорема 1. Если функція (2) по модулю [р, Е(2)] принад- 
лежитг къ показателю т и кз надпоказателю ., то т есть 


первообразный дљлитель формы р“ — 1. 
19* 
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ДЪйствительно, мы имфемъ сравненіе 


аа Ка)? == [(а), той. [р, Е(2)], 
обв части котораго можно сократить на (2х) и написать 
Қа)? = 1, шой. [р, Е(2)]. 


Отсюда слБдуетъ, что разность р^ — 1 дфлится на т, ибо 
К) принадлежитъ къ показателю т. 

Остается показать, что т есть первообразный дБлитель раз- 
ности 1 — 1. Для этого допустимъ противное, пусть т дЪлитъ 
0° — 1, при чемъ р. < р. На основаніи сравненія 


0 — 1 == 0 (той. т) 
заключаемъ 
Ка" —1 =1, шой. [р, Е(2)], 


откуда выводимъ 
Рас)?" = Иа), шой. [р, Е(2)]. 


Но послБднее сравненіе противорфчитъ предположенію, что 
есть самое малое число, при которомъ имфетъ м$ето (5); слБ- 
довательно т есть первообразный дфлитель Формы р“ — 1, что 
и слБдовало доказать. 


СлЪдетв1е. Надпоказатель р., кг которому принадлежитљ 
произвольно взятая функція [(<), есть дњлитель степени моду- 
ларной функши. 

Ибо, по извБстному свойству показателя т, имфемъ 


1" — 1 == 0 (той. т); 
а такъ какъ р по модулю т принадлежитъ къ показателю џ, 


то т дБлится на р. 
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Теорема 2. Если р. есть надпоказатель, кг которому при- 
надлежить функція (а) по модулю [р, Е(2)|, то рядз наимень- 
ших вычетов степеней 


Га), КР, Ра)?" ,.. Ра)", ФР,..., 


по тому же модулю, есть періодическій; періодг начинается 
65 первало члена и содержитз ровно р. членовг; всњ члены вг пе- 
ріодъ различны и ни одинг не равенг 1, если только функція (22) 
не сравнима сг единицей. 


На самомъ дЪлф, такъ какъ, по предположенію, имфемъ 
Ёа)?! == (а), шой. [р, 20), 
то . 
Ка)? т == Ка), шой. [р, Е). 


Отсюда видно, что вычеты Функцій 


А ... Ко, ТО? од? 5. 


образуютъ періодическій рядъ, что періодъ начинается съ пер- 
ваго члена и содержимъ | членовъ. 

Чтобы доказать теперь, что въ періодв нътъ двухъ равныхъ 
членовъ, мы допустимъ противное: 


Пед" == Га), шой. Гр, 9, 

гд < < р. Возвышая 06% части въ степень р, получаемъ 

Перт а)", шой, [р, 2), 
Возвышая еще об$ части въ степень р, получаемъ 

Пер = уе", той. Гр, Е(2)] 

и т. д. СлБдовательно 

Ќа) 

Пе 9 = уа), шой. (р, Р), 


ри-1—# 


= ((0)?*, шой. [р, 2(2)], 
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что невозможно; ибо показатель |. — (2 — 2) < в. СлБдовательно 
періодъ дЪйствительно состоитъ изъ различныхъ членовъ. 
Остается еще показать, что ни одна изъ Функцій (6) не 
сравнима съ 1. 
Изъ сравненія 


Еа)? = 1, шой. [р, Р@)] 


вытекаетъ, что р дфлится на т; следовательно т есть степень р. 
Но, съ другой стороны, 7% есть дБлитель р" — 1; поэтому слф- 
дуетъ положить т = 1. Это приводитъ къ заключенію, что 
Н) == 1. 
Итакъ, если (2) не равна 1, то ни одинъ членъ въ ряду (6) 
не сравнимъ съ 1. 
Наша теорема такимъ образомъ доказана вполн. 


Слфдств1е. Если имњљетг мњсто функціональное сравненіе · 
Ш’ Ш” 
а)? == [(0)? , шой. [р, 2(2)], 
то имъетз мъсто и числовое сравненіе 


р = р" (шой. в), 
и наоборот. 


$ УІ, Число Функцій, принадлежащихъ къ данному над- 
показателю. 


121. Обозначая чрезъ я степень неприводимой (по модулю р) 
Функши [№ (2), а чрезъ р. какой нибудь дБлитель числа 7, мы по- 
кажемъ какъ опредБляется число Функцій, принадлежащихъ, по 
модулю [р, Р(2)], къ надпоказателю |». 

Легко замтить, что искомое число есть кратность р. На 
самомъ дБлБ, допустивъ что Х принадлежитъ къ надпоказа- 
телю р., мы замфчаемъ, что Х удовлетворяетъ сравненію 


ии Ж, той. [р, Е (2)], 


МУМАЛУ:гСіП.ОГд.рі 


— 295 — 
а тБмъ самымъ и сравнен!ю 
За: ХР 11, той. [р, (2)], 


ибо Х, по предположенію, не д®лится на /(2). 
Съ другой стороны, такъ какъ р. дБлитъ м, то р“ — 1 дБ- 
литъ р" — 1, и сл6довательно Функція 


Е 
ДЪлитъ 4 
ХХ. лын, 


вслБдствіе чего заключаемъ, что сравненіе (1) имфетъ ровно 
р — 1 рЕшеній (и 110). Между ними слБдуетъ искать всф 
Функціи, принадлежащія къ надпоказателю џ. 

Еслибъ между корнями сравненія (1) не было ни одного, 
принадлежащаго къ надпоказателю |., тогда пришлось бы за- 
Ключить 0 несуществовани Функцій, принадлежащихъ къ над- 
показателю .: ихъ число равнялось бы тогда нулю. Но если 
допустимъ существованіе одной Функціи Х, принадлежащей къ 
надпоказателю р, то сейчасъ замфчаемъ, что и ве Функціи 
въ ряду 


(2) Е, ЕРА а ЗС, ХР, ж" ТР х? 


принадлежатъ къ надпоказателю |.; онф различны и удовлетво- 
ряютъ сравненію (1). 

СлБдовательно, если искомое число не равно нулю, то оно 
или равно р, или больше р. Допустимъ, что оно больше }., и 
пусть Х, есть Функція не содержащаяся въ (2), но принадле- 
жащая къ надпоказателю џ.. Тогда веБ Функціи въ ряду 


будутъ принадлежать къ надпоказателю р. ОнЪ различны не 
только между собою но и по отношенію къ (2); ибо изъ сравненія 


хх», шой. [р, Ра), 
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ВЫВОДИМЪ 
п —4 


Хе ХР ‚ шой. [р, Е(2)], 


аа п —5 

Х, == Х?"""', шой. [р, Е @)], 
откуда слБдуетъ, что Х, содержится въ (2), что противор$читъ 
предположенію. 

Если теперь допустимъ, что кром% (2) и (3), существуетъ 
еще одна какая нибудь Функція, принадлежащая къ надпоказа- 
телю м, то подобно предыдущему мы обнаружимъ существова- 
ше еще р. новыхъ Функцій, принадлежащихъ къ надпоказателю і 
и т. д. На основаніи этихъ разсужденій мы приходимъ къ заклю- 
ченію, что число функцій, принадлежащихъ къ надпоказателю р, 
равно одному изъ чиселъ 


0, р, 2, 3р,..., 


не превышающихъ предфла р“ — 1. Это число можетъ быть 
поэтому представлено въ видф произведенія |.0(»), гдБ 0(и) 
изображаетъ цфлое число, зависящее отъ 1х. 


122. Теорема. Число функцій, принадлежащих кз надпока- 
зателю |. равно произведенію числа р. на число неприводимытљ 
(функцій степени р. При этомг предполазается, что р. есть 
дљлитель степени модулярной функиди. 

На самомъ дБлБ, всякая Функція Х, удовлетворяющая 
сравненію 


кеа ХТ, шой. [р, Е(2)] 


принадлежитъ къ надпоказателю р’, дфлящему число р; ибо 
изъ (1) выводимъ 


р 0. той. [р, Е(2)], 


а отсюда заключаемъ 
№ == 0 (той. р). 
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Обратно, всякая Функція Х, принадлежащая къ надпоказа- 
телю |, равному одному изъ дфлителей числа р, непремфнно 


РМА? 
удовлетворяетъ ( 1); ибо Функція Х2' 1 1 дБлится тогда безъ 
остатка на ХРЁ—1__ 1, 
Изображая чрезъ А, №, ^”,... веБ дБлители числа |, на 


основані вышесказаннаго заключаемъ, что число Функцій, при- 
надлежащихъ по модулю [р, (2) ] къ надпоказателямъ\, №, А”, 
равно числу рБшеній сравненія (1), то есть р“ — 1. Это можно 
написать такъ: 


ЕМ ОКррРЧА >^0(^) = р" — 1, 


причемъ знакъ суммы простирается на веБ дфлители №, \, №”, 
числа џ. 

Изъ (2) получается общая Формула для вычисленія 6 (р). 
Для этого мы разлагаемъ р. на произведеніе простыхъ множи- 


телей 
[е4 


Е... 


и составляемъ выражеше для ф(\^) 


ню —#) 0-5). -0-9-Ж-Жь 


На основан извфстной намъ теоремы имфемъ 


р0 (в) = (р — 1) — (*— 1), 
отсюда 
__ 2ру=—3р" 
т 


Сравнивая эту Формулу съ (1) 7° 117 мы видимъ, что зна- 
ченіе 0(р) равно числу Функцій р.-ой степени, неприводимыхъ 
по модулю р. Это доказываетъ справедливость нашей теоремы. 


123. Теорема 1. Если по модулю [р, Е(2)] функція Х, при- 
надлежить кг надпоказателю р., то наименьиий вычетз произ- 


веденія 
2 


(Х—Х) (у ыы?) 
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представляет функцію в-ой степени ИХ), зависящую оть 
однозо только перемьннало Х, и неприводимую по модулю р. 
Полагая 


29 (Х—Х,) 3: (хх) = Хв К, г РИД. >. К,, 
имфемъ | 
(1) ить це К; = 5 хі" К РУ ДИ. 


гдБ знакъ суммы простирается на всевозможныя сочетанія 
901, 0, . . . 0, составляемыя изъ р. элементовъ 


ОУ; 8; ЧЕ 
по $. Возвышая 06% части (1) въ степень р, получаемъ сравненіе 
(2)... КР= ХР" ХР... ХР, шой. [р, Е(а)], 


ГД 
В, = а 1, В == 0 -1,...В =; 1. 


Знакъ суммы въ послБднемъ сравненіи простирается на всЪ 
сочетанія В,, В,,. . .В; изъ чиселъ 


Е РТ У 
по $; но такъ какъ 


ХР’ = Х,, той. [р, Е(4)], 


то ясно, что на мето элемента р. можно въ (2) писать нуль, 
вслБдствіе чего можно прямо сказать, что знакъ суммы въ (2) 
простирается на всБ сочетанія В,, 8,,. . . В, изъ элементовъ 

" 0, 1, 2,... 6—1 


по $. Принимая это во вниманіе, изъ (1) и (2) заключаемъ 


Е К;, шой. [2, Е(х)], 
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откуда видно, что каждый изъ коеФФиціентовъ К,, К,,...К, 


сравнимъ по модулю [р, Е(х)] съ однимъ изъ корней сравненія 
ХР==Х, шой. [р, Е], 
то есть съ однимъ изъ чиселъ 
0, 1, 2,...р—1. 


СлБдовательно наименьшій вычетъ каждой изъ Функцій 


К,, К,,...К. есть число; а это показываетъ, что наименьший 
вычетъ Функцій 


ре оао Ма 7 ОРИ т 


взятый по модулю [р, Е(2)], не зависитъ отъ перемЪннаго 2. 

Обозначая чрезъ /(Х) наименьшій вычетъ произведенія (3), 
намъ остается теперь доказать, что по модулю р Функція (2) 
есть неприводимая. Допустимъ противное; пусть 


Ёа) == (а) (2) (шой. р). 
Функція Х,, удовлетворяя сравненію 
КХ) == 0, тоа. [р, Е(2)] 
удовлетворяетъ тБмъ самымъ и сравненію 
(СХ) 10) == 0, той. [р, Р(а)]; 


отсюда слБдуетъ, что она удовлетворяетъ по крайней мЪрЪ 
одному изъ сравненій 


ее. (ХХ) = 0, шой. [р, Е(2)], 
СИРО оши, Г.Х) == 0, той. [р, Е(2)]. 
Допустимъ, что 


а Ѓ.(Х,) ==0, той. [р, Е (&)], 
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и возвысимъ об части сравненія (6) въ степень р"; получаемъ 
КОХ, ) = 0, шой. [р, (6). 


к і 

Результатъ этотъ показываетъ, что Функція ХР удовле- 

творяетъ (4). А такъ какъ $ изображаетъ произвольное число, 
то слБдовательно сравнению (4) удовлетворяютъ Функціи 


2 == 
ам 


которыя веБ различны по модулю [р, Е (%)]. 

Но это невозможно, ибо степень (4) ниже |»; слБдовательно 
невозможно и начальное наше предположеніе, что Функція [(2) 
разлагается по модулю р на произведеше двухъ Функцій. 


Теорема 2. Если функши Е (х) и (2) неприводимы то мо- 
дулю р, первая п-ой, вторая .-0й степени, и если р. дълите п, 
то существуеть такая функція Х,, принадлежащая по модулю 
[р, Е(®)] кз надпоказателю р, для которой будетг имтњть 
мњсто такое тожественное сравненіе 


Е с) 
то. [ р, Е(2)]. 
ДЪйствительно, такъ какъ степень Функц КХ) длитъ п, 


то слБдовательно [(Х) дБлитъ по модулю р Функцію 


Хх. 
а это показываетъ, что сравненіе 
РАИ ГОХ) = 0, той. [р, Е(2)] 


имфетъ ровно (и. рБшеній. 

Изображая чрезъ Х, одно какое нибудь ршеніе сравне- 
нія (7), мы заключаемъ прямо, какъ при доказательствЪ пред- 
шествующей теоремы, что каждая изъ хункщй въ ряду 


2 и—1 
Н г ИН 
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удовлетворяетъ (7). Отсюда слБдуетъ, что Х, не можетъ при- 
надлежать къ надпоказателю большему, чЪмъ }., ибо число кор- 
ней (7) не можетъ превышать фа. 

Допустимъ, что Х, принадлежитъ къ надпоказалелю р’ < 1; 
тогда наименьшій вычетъ произведенія 


ор о Ван, с. р ба 


представитъ Функцію [(Х), р. -ой степени и неприводимую по 
модулю р. 

Раздфливъ по модулю р Функцію {(Х) на [,(Х), и обозна- 
чивъ частное чрезъ (0, а остатокъ чрезъ Ф(Х), будемъ имЪть 
тожественное сравненіе 


АУ. КХ) = (Хх) 0+ Ф(Х) (той. р), 
и сравненіе (7) можетъ быть написано такъ: 
ЭМ (Хх) 9 + Ф(Х) == 0, той. [р, Е(2)]. 


Каждая изъ функцій въ ряду 
2 ит 
Х,, ХГ, ЖР ТР ЖГ ) 


удовлетворяя сравненю (7), тБмъ самымъ удовлетворяетъ и (9); 
но онф очевидно удовлетворяютъ также сравненію 


ҺСХ) == 0, той. [р, А(2)], 
слБдовательно онф удовлетворяютъ сравненію 
Ф(Х) = 0, шой. [р, (4). 


Съ другой стороны, степень Функщи Ф(Х) ниже р’, такъ 
что число рБшеній послБдняго сравненія превышаетъ его сте- 
пень; поэтому веБ коеффищенты у степеней Х въ выраженіи 
Ф(Х) длятся на р, и сравненіе (8) приводится къ такому 


ИХ) = Х) 0 (ой. р). 
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Но это противор$читъ предположенію, что Функція [ (2) не- 
приводима по модулю р. СлБдовательно предположеше р’ < в 
невозможно. 

Итакъ, надпоказатель, принадлежащій Функціи Х, по мо- 
дулю [р, Е(2)], не можетъ быть ни > №, ни < 1; поэтому онъ 
равенъ (+. 

Принимая теперь во вниманіе сравненіе 


(10) (Х)=(Х—Х) (Х— Хр) (Х— ХР)... (ХХ, 
шой. [р, Е(2)], 


мы замфчаемъ, что степень его ниже р, между тБмъ оно имфетъ 
в, ршевшй р ик 

р кон 
ло... , 


поэтому сравненіе (10) представляетъ тожество относительно 
перем$нной Х. Что :и требовалось доказать. 


СлЪдств1е. Сравнене 
КХ) = 0, тоа. [р, Е(*)] 
имњетг ровно р. ръшеній ; они моцутг быть написаны так: 
р? и—1 
О тое е оса 
три чем Х, изображаетг одно какое нибудь изг ихь числа. 


124. Обозначивъ, какъ выше, степень модулярной функцій 
Е(2) чрезъ п, и взявъ во вниманіе какой нибудь дБлитель {ь 
числа %, изобразимъ чрезъ / (2), [,(2),...Ё._,(2) веБ функцій 
ш-ой степени, неприводимыя по модулю р. 

Каждое изъ сравненій 


ИХ) =0, 
СХ) = 0, 
С: паа ооу ашо: Гао, #1] 
[._(Х==0 
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имфетъ ровно |. ршенй, и никакое рБшеніе не можетъ удовле- 
творять болБе чБмъ одному сравненію (1). Ибо допустивъ, что 
Х, удовлетворяетъ обоимъ сравненіямъ 


СХ) =0, | 


той. [р, @)], 
Кх) ==0, | 


мы имфли бы тожества, 


ИХ) = (ХХ) (Х-Х2)...(Х-ХР”, шой. [р, Е(2)] 
ее е еа МАКС. «еее т а А аена аа, 


откуда вытекаетъ сравненіе 


СХ) = [(Х) (шой. р), 


показывающее, что Функціи ѓ,(2) и АО) тожественны по мо- 
дулю р; но это противор$читъ предположенію, что $ не равно /. 

РБшенія сравненій (1) представляютъ Функціп, принадлежа- 
щія по модулю [р, Е(2)] къ надпоказателю |, и, наоборотъ, 
изъ теоремы 1-ой предыдущаго номера слБдуетъ, что всякая 
Функція, принадлежащая къ надпоказателю №, удовлетворяетъ 
непрем®нно одному изъ (1). СлБдовательно совокупность веъхъ 
рЪшеній сравненій (1) представляетъ собой вс$ Функціи, при- 
надлежащія по модулю [р, (2)] къ надпоказателю (|. Отсюда 
прямо видно, что число Функцій, принадлежащихъ къ надпоказа- 
телю р. равно р.у, гд$ у изображаетъ число Функцій р. -ой сте- 
пени, неприводимыхъ по модулю р. Такимъ образомъ вновь до- 
казана теорема у 122. 

125. Если намъ будутъ извъстны одна какая либо неприво- 
димая Функція (2) п-ой степени и первообразный корень А 
этой Функціп, то тогда можно составлять прямо ве неприво- 
димыя Функщи, степень которыхъ дфлитъ ®, — вотъ какимъ 
образомъ. 

Пусть р изображаетъ какой угодно дБлитель числа п; оты- 
щемъ всЪф первообразные дБлители Формы р“ — 1 и обозначимъ 
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одинъ изъ нихъ чрезъ 1%. То что будетъ здесь сказано объ эп, 
слЬдуетъ отнести и къ прочимъ дфлителямъ. 
Такъ какъ р — 1 очевидно дфлитъ р" — 1, то можно поло- 
ЖИТЬ 
р" — 1 = ат. 


Обозначая далфе чрезъ 1, т, т.,... всЪ числа, простыя 
съ т и не превышающія т, и полагая 


В == А“, той. [р, Е (2)], 


мы опредфлимъ наименышй вычетъ по модулю [р, Е(х)] каждой 
ИЗЪ ФУНКШИ 
Ш 7 
Б, В т В е, оо 


Получимъ такимъ образомъ ф(т) различныхъ Функцій, при- 
надлежащихъ къ надпоказателю |. Продфлавъ то же самое съ 
прочими первообразными дфлителями Формы р — 1, мы будемъ 
имфть всЪ Функціи, принадлежащія къ надпоказателю р. 

Посл% этого мы распред$лимъ ихъ на группы, по |. Функцій 
въ каждой, и, пользуясь теоремой 1-ой п? 123, составимъ изъ 
каждой группы соотв$тетвующую Функцію р.-ой степени, непри- 
водимую по модулю р. 


$ М. Распредвленіе неприводимыхъ Функцій по порядкамъ. 
Число неприводимыхъ Функцій э-ой степени и 22-го по- 
рядка, 


126. ИзвБстно, что всякая Функція /(2х), неприводимая по 
модулю р, дБлитъ Функцію 


п 
2? — 8, 


гдБ м есть степень (2). Если предположить, что Функція #7) 
отлична отъ 2, то можно сказать, что (2) дБлитъ Функцію 


> 
ео НЕ 8 
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Сл$довательно, всегда существуетъ такое значеніе т, при 
которомъ Функція 


длится по модулю р на данную неприводимую Функцію Ё(2). 
Особеннаго вниманія заслуживаетъ самое малое число т, при 
которомъ (1) дБлится на Ё(5); мы будемъ называть его моряд- 
ком ункціи Е(2). 

Сл$довательно порядокъ Функціи Е (1) есть ничто иное, какъ 
показатель, къ которому принадлежитъ 2 по модулю [р, Е(2)]; 
поэтому порядокъ тж Функцій (2) есть первообразный дЪлитель 
Формы р"— 1 (теорема 1, % 120). Это, впрочемъ, легко замЪ- 
тить прямо: еслибы число 7% дБлило Форму а 1 при ® < я, 
то тогда Функція 2—1, а тфмъ самымъ и Р(х) дБлила бы 
Функцію д’ — 1, что невозможно. 

Порядокъ Функціи вполнЪ$ опредБляетъ собой ея степень, но 
обратно нельзя сказать. 

127. Обозначивъ чрезъ т какой нибудь первообразный дф- 
литель Формы р"—1, мы замфчаемъ, что въ разложени х"— 1 
на неприводимые множители по модулю р будутъ входить такія 
только Функцій, порядокъ которыхъ дБлитъ число 7. 

ДЪйствительно, положивъ 


РРР 2" —1=7,7,...Й, (ой. р), 


и обозначивъ чрезъ т’ порядокъ какой нибудь изъ Функцій У, 
напримъръ У,, имфемъ 


219—1 == 0, пой. [2 У], 
откуда заключаемъ, что число т должно дфлиться на т’; ибо, 
по модулю [р, 7.], 2 принадлежитъ къ показателю т. 


Наоборотъ, всякая неприводимая Функція У, порядокъ ко- 


торой т’ дфлитъ т, содержится въ ряду У,, У,,...У,. Ибо 
п. 20 
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тогда 2" —1 дфлить 2"—1, а такъ какъ И дБлитъ 2" —1, 
то слБдовательно У будетъ дЪфлителемъ х”— 1. 

Итакъ, совокупность функцій 
Е О № 
представляет» всњ функши неприводимыя по модулю р, поря- 
докз которых есть дълитель числа т. 

Понятно, что степень каждой изъ Функцій (2) дБлитъ №. 

Согласившись изображать чрезъ Ф, произведеніе всЪхъ 
неприводимыхъ Функцій %:-го порядка, мы можемъ сравнеше (1) 
написать такъ: 


(8)..........2"— 1 == Пф, (той. р), 


гд знакъ произведенія простирается на ве дБлители 4 числа 2%. 

На основани разсужденій подобныхъ тфмъ, которыми мы 
пользовались въ 7 114, мы имфемъ возможность, исходя изъ (3), 
написать прямо выражеше Функціи ф„. На самомъ дЪлЪ, полагая 


ф(т) = Хт, — Хт,, 


Еее. 
ЗЕ ДИОР фи == а (той. р). 


Здесь знакъ произведенія простирается: въ числителБ на 
всЪ значенія 20, , а въ знаменател на већ значенія 2%. 

Функція (4) есть цфлая, не только въ томъ случаЪ, если 
производить дЂленіе по модулю р, но и въ обыкновенномъ 
смысл%. 

Чтобъ доказать это мы прежде всего замфтимъ, что если 
какое нибудь количество 2 удовлетворяетъ уравненіямъ 


и притомъ $ есть самое малое положительное число для кото- 
раго имфемъ 2’ = 1, то тогда 7 непремфнно дфлится на з. Ибо 


МУМУ. гс .ога.р! 


— 307 — 


обозначая чрезъ с остатокъ отъ дфлешя 7 на $ и полагая 
г == 80 + с, имфемъ 
а БЕ т 1 


. 
Ф 


что на основаніи предыдущаго уравненія приводится къ виду 


а такъ какъ с < 8, то слБдовательно с == 0, то есть 7 = 80. 
Обозначивъ теперь чрезъ а любой корень Функціи П(2"'2—1), 
мы назовемъ чрезъ $ самый малый положительный показатель, 
при которомъ имђетъ мфето уравненіе а* = 1. Въ составъ каж- 
дой изъ ФУНКШЙ 
П(а"!— 1), Па" — 1) 


множитель 2— а будетъ входить съ показателемъ равнымъ 
соотвБтственно числу чисель 7, или т., дБлящихся на $. Но 
3 < т и потому число чиселъ, какъ перваго, такъ и втораго 
рода одинаково; слБдовательно множитель х— а въ выраже- 
ній (4) сократится вполнф. А такъ какъ х — а изображаетъ 
любой множитель, входящий въ составъ знаменателя Формулы (4), 
то слБдуетъ заключить, что Формула (4) представляетъ цфлую 
Функцію. 

128. Обозначая чрезъ о, число неприводимыхъ Функцій 
т-го порядка, и замЪчая, что степень каждой изъ такихъ Функ- 
цій равна %, мы заключаемъ на основаніи выраженія Функціи фи, 


__ Ф(т) 
с... бт = ==. 


Формула эта даетъ возможность узнать на сколько неприво- 
димыхъ множителей разлагается Функція | 


| т па" —1) 
а. апа 17 


по данному модулю р, простому съ т. 


миумлм.гсп.ога.р| 


— 308 — 


Какъ слБдствіе изъ (1) вытекаетъ слфдующее предложение. 
Чтобы функия 

П(х”"— 1) 

П(2"'2— 1) 


была неприводимою по модулю р, простом сё т, необходимо 
и достаточно, чтобг р было первообразнымг корнемз числа т. 

Отсюда сл$дуетъ, что если число т не имфетъ первообраз- 
наго корня, то Функція (2) будетъ приводимою относительно 
всякаго модуля р, не дБлящаго 72. 

129. Въ частномъ случа%, когда т длится на р, Функція ф, 
теряетъ прежній смыслъ. Посмотримъ, что она будетъ тогда 
представлять. 

Положивъ 


АВЧ т еи р, 


причемъ ж’ не длится на р, и опредфливъ числа т, и т, по 
Формулв 


р: ых Фф(т) = Хт, — Хт, 
мы возьмемъ во вниманіе Функцію 
Па”: — 1) 
о ЕР Аааа 
П(0"'2—1)' 


которая по модулю р представляетъ произведеше вс®хъ непри- 
водимыхъ Функцій т -го порядка. 


Имфемъ 
фи 0—1) Паран Н дота ВИ 
т о ТЕВЕ е 


что на основаніи извфстной теоремы приводитъ къ следующему 
тожественному сравненію: 


а—10р1) па" 2" 1) Па”? 1) 


Р == 7— 4. р). 
(4)... 42, р) пат 1) (той. р) 
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Съ другой стороны, полагая 
Ф(т) = Хт, — т,, 


изъ (1) и (2) получаемъ для опред$лен1я совокупности чиселъ 
т, и т, такія Формулы: 


1 


Ут, = Хт, “т.р” \, 


Хт, = тр‘ Хт, р“. 


Отсюда заключаемъ, что Формулу (4) можно написать такъ: 


р0—1()_ П(2"1— 1 
фр, р) таа 2 (шой. р) 
а П(2 2—1) 
или, что одно и тоже, 
(5) ака Ч. == >. (шой. р). 


Эта Формула даетъ искомое разложеніе Функціи Ч. Отсюда 
слБдуетъ, что для тою, чтобы функція Фф была неприводима 
по модулю р, дълящему т, необходимы ш достаточны два 
условія: 

ат 

2°. модуль 2 долженг быть первообразнымь корнемь числа т. 

Принимая во вниманіе послфднія условія и то, что было ска- 
зано ранфе о хункши Ф„, мы заключаемъ, что если т не имњетг 
первообразнытг корней, то функція ф, есть вседа приводимая, 
каков бы ни быль модуль р. 


130. Примьрз. ОпредЪлимъ порядокъ и число неприводи- 
мыхъ Функцій разныхъ порядковъ въ н$сколькихъ простЪй- 
шихъ частныхъ предположеніяхъ, относящихся къ модулю р 
и къ степени №. 

1°. р= 92, п= 2. Въ этомъ случаБ Форма 22— 1 = 3 
имфетъ одинъ только первообразный дБлитель, именно 3. · 
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Число неприводимыхъ Функцій третьяго порядка есть 


а. Зы 
а= 5 == 1. 
СлБдовательно въ разематриваемомъ случа существуетъ 
одна только неприводимая Функція; она есть третьяго порядка 
и опредЂляется по ФормулБ 


23 —1 о 
Ф. == = 20 +041. 
З 2 — 1 


2°. р= 2, п=3. Форма 23— 1 = 7 имфеть одинъ только 
первообразный дЪлитель, именно 7. Число неприводимыхъ Функ- 
цій седьмаго порядка есть 


слБдовательно существуетъ всего только двБ неприводимыя 
Функціи; обЪ онБ седьмаго порядка. 

3°. р=2, п = 4. Первообразные дЪлители Формы 2*—1=15 
суть 5 и 15. ИмЂемъ 


Ф(5 
оу = #09) == ә 


Число всфхъ неприводимыхъ Функцій равно 3. Одна только 
изъ ихъ числа есть пятаго порядка, именно: 


25 — 1 
фо = = = а 4-а 4-2 4 1. 


4% р= 9, п = 5. Форма 25—1 = 31 имфетъ одинъ только 
первообразный дфлитель 31, слфдовательно всф неприводимыя 
ФУнкщи суть 31-го порядка; ихъ число равно 


5°. р =2, п = 6. Первообразные длители Формы 2% 1==63 
суть 9, 21, 63; находимъ 


69 = 1, 65: =2, фз = 6. 
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ВеЪхъ неприводимыхъ Формъ существуетъ слБдовательно 9; 
изъ нихъ одна только девятаго порядка, именно: 


29 — 1 КАТЕР 
Ф = == — 1 4-28 4-1. 

Всего боле вниманія заслуживаетъ тотъ первообразный 
дфлитель Формы р"— 1, которому соотвБтствуетъ наименьшее 
значеніе о„. Эти минима, въ простБйшихъ предположеніяхъ 
относительно р и т, суть слБдующіе: 


йа. 
п == 2, в == 1; п = 1, Фот = 18; 
== 5, 0; ) п = 8, 6. 2; 
п = 8, 05 1; п = 9, 08 = 8; 
т — 5, аы, т = 10, фи == 1; 
п = 6, == 1; п =; о 2 
р = 8. 
п = 2, 0. = 1; п = 6, = 1; 
п = 8, @18 ; п = 7, Фоо == 156; 
"===, 05 == 1; п = 8, О == 2; 
т == 5, бие; И 0з: == 84 
р =:0 
п = 2, 0: = 1; п — 6, 0; = 1; 
#:=:9, о == 10; =, ‘бт с 
п= 4, 0,=2; - п — 8, Өз — 2; 
п == 5, 6: = 2; п = 9, Фо = 2. 
р: 
п = 2, @# = 1; п — 6, Өз == 2; 
#— о, 6, = 2; п —=7, 0з = 676; 
Ё#—>, 65 = 1; => Фо == 4; 
т = 5, фә = 560; п = 9, 9 == 2 
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== 01 
п == 2, 0з = 1; № — 6. = Т5 
п = 3, = 2; п = 1, 9з == 6; 
= 6. 002225 п= 8, 0а 2; 
п — 5, 05 = 4; п — 9, © = 196988. 


Во многихъ частныхъ случаяхъ подобныя таблицы значи- 
тельно облегчаютъ отыскиване неприводимыхъ Функцій. 
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ГЛАВА Х. 


О функціяхъ абсолютно неприводимыхъ. 


$1, Начала дЪлимоети, 


151. ДЪлимоеть Функціи [ (<) на Ф(2) обусловливается равен- 
СТВОМЪ 


[(2) = Ф(2) ф(2), 


причемъ Функція 4(2) должна быть цфлой. 

Если Ф(2) дБлить [(2), то Аф(=) дФлитъ очевидно ВИ), 
каковы бы ни были числовые коехфишенты 4 и В; слБдова- 
тельно, по отношенію къ дфлимости, Функціи, отличающаяся 
постоянными множителями, можно не считать за различныя, и 
если ограничиться Функціями съ коеффищентами исключительно 
раціональными, то можно предполагать, что въ дфлимомъ, какъ 
и въ дБлителБ, коеффишенты суть цфлыя числа, не имБющія 
общаго дФлителя. 

Функцію съ цфлыми коефхищентами, не имБющими общаго . 
дБлителя, согласимся называть несократимою. 

Можно разсматривать единицу, какъ несократимую Функцію 
нулевой степени. 


Теорема. /7роизведеніе двухг несократимыхь функцій есть 
функція также несократимая. 
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На самомъ дфлЪ, допустимъ противное; пусть Ф(2) и ф(2) 
будутъ несократимыми Функціями, и пусть ве коеФФиціенты 
въ произведеніи Ф(2) ф(2) длятся на простое число р; тогда 
будемъ имфть сравненіе 


оба) $ = 0 (шой. р), 


откуда заключаемъ (7° 71), что по крайней мр одна изъ Функ- 
цій ф(х) и ф(х) сравнима съ нулемъ по модулю р. Но это про- 
тиворБчитъ предположенію, что обЪ Функціи Ф(2) и ф(2) суть 
несократимыя; слБдовательно, общій наибольший дБлитель веБхъ 
коеФФиціентовъ въ произведеніи ф(х) ф(х) равенъ единицњ. 


СлЪдств1е. Если несократимая функція (т) дњлится на 
несократимую функию (2), то частное есть функия также 
несократимая. 


Д%ӣйствительно, частное отъ дЪленія [(2) на ф(х) можно 
т 
представить въ видЪ = ф(а), причемъ ф (2) изображаетъ несо- 
кратимую Функцію, а ж и т цфлыя числа. Полагая 


Е(х) = п (0) = тф(т) (а), 


мы заключаемъ, что общій наибольшій дБлитель всъхъ коеффи- 
ціентовъ въ выражени Функціи Ё(5) равенъ разъ числу ®, дру- 
гой разъ числу 20; елБдовательно 0 = 72, и потому частное отъ 
дБленія / (<) на ф(2) равно несократимой Функціи ф (27). 

132. По известному способу Эвклида, понятіе объ общемъ 
наибольшемъ дБлител®, равно какъ и основныя свойства Функ- 
цій взаимно простыхъ, устанавливаются безразлично, какъ для 
функцій съ какими угодно коефФиціентами, такъ и для Функцій 
съ цфлыми коефхищентами; но что касается разложешя Функцій 
на множители, то вопросъ этотъ представляется въ совершенно 
иномъ видф, смотря по тому будемъ ли мы обращать внимание 
на натуру коеФФиціентовъ, или не будемъ. Такъ, напримЪръ, 
всякая Функція имЂетъ линейный дЪлитель 2 -—+-а, но если мы 
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поставимъ условіе, что а должно быть числомъ цфлымъ, то тогда 
можетъ не оказаться ни одного дБлителя означеннаго вида. 

Не желая выходить здБеь изъ области цфлыхъ чиселъ, мы 
ограничимся исключительно Функціями съ цфлыми коефФиціен- 
тами, подразумвая постоянно, что въ кругу нашихъ изысканій 
всякая Функція есть несократимая. Им%я это въ виду, мы согла- 
симся называть Функцію Р абсолютно ненриводимою, или просто 
неприводимою, если она не имфетъ никакихъ другихъ дфлителей 
кром 1 и Р. Такія Функци играютъ ту же роль въ области 
цБлыхъ Функцій съ цфлыми коеФФиціентами, что простыя числа, 
въ области вевхъ цфлыхъ чиселъ. 

Если неприводимая Функція Р не д$литъ [ (2), то Ри (2) 
суть взаимно простыя. 

Если неприводимая Функція Р дБлитъ произведеніе нЪеколь- 
кихъ Функцій [(5) (2) (2)... , то она дБлитъ по крайней 
мЬрЪ одинъ изъ множителей [ (2), [.(5),... 

Всякая Функція Ѓ(2) или сама есть неприводимая, или разла- 
гается на произведеніе нфеколькихъ неприводимыхъ множителей; 
такое разложене возможно однимъ только образомъ. 

Число неприводимыхъ Функцій безконечно. 

ВеБ эти предложенія доказываются также, какъ и для цћ- 
лыхъ чиселъ. 

188. Разложеніе Функціи (2) на неприводимые множители 
можетъ быть выполнено съ помощью конечнаго числа испытаній. 
Это ясно видно изъ того, что числовыя величины коеФФиціен- 
товъ въ искомомъ дБлителБ, степень котораго задана напередъ, 
не превосходятъ извфетныхъ предЂловъ, зависящихъ отъ выс- 
шаго предфла модулей всЪхъ корней Функціи /(2). ВелБдетвіе 
этого получаемъ для искомаго дЪлителя конечное число возмож- 
ныхъ выраженій, которыя подвергая поочередно испытанію, 
мы опредфлимь веБ дфлители заданной степени, или убБдимся 
окончательно, что подобныхъ дБлителей вовсе не существуетъ. 

При отыскиваніи дфлителей слфдуетъ начинать съ дБлителей 
первой степени, а если таковыхъ не окажется, перейти къ оты- 
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скиванію дфлителей второй степени и т. д. Если окажется, что 
К) не имЂетъ ни одного дБлителя степени = 5, то тогда сл$- 
дуетъ заключить, что Функція Ѓ(2) неприводима. 

Д%литель возможно низкой степени есть всегда, Функція не- 
приводимая. 

Понятно, что, зная дфлитель Функціи 


Га) = р-н р” *-...-р,, 


мы тфмъ самымъ знаемъ дБлитель Функци 


г ен Ө, == 0% 4р2 0. ..4р, р", 

и наоборотъ; поэтому всегда можно предположить, что Функція, 
которую требуется разложить на множители, имфетъ коеФФи- 
ціентъ у наивысшей степени перемннаго равный единицЪ. 

134. Для отысканія дфлителей Функціи /(5) можно посту- 
пать по указанію Кронекера еще слБдующимъ образомъ. 

Пусть т изображаетъ степень искомаго дфлителя ф(2). 

Возьмемъ 7% + 1 частныхъ значеній для 2 


АЕ, нк 


разумфется цфлыхъ, и вычислимъ соотвфтетвуюция значенія 


Ка) = 0,,,,...0 


т? 


которыя очевидно будутъ также цфлыми. 
Значенія 


$ = 4, щ,.. ит 


будуть также цфлыми, но при этомъ и, должно дфлить 60,, 
и, должно дфлить 0, и т. д.; слБдовательно каждое изъ чиселъ 
и, и,... можетъ имфть одно изъ нёсколькихъ заранфе опре- 
дфляемыхъ значенй. Но числа и, %,,. . . вполнЪ опредБляютъ 
собой Функцію Ф(5); поэтому можно всегда напередъ составить 
извфстное число выраженій, единственно возможныхъ для Ф(2). 
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Испытывая каждое изъ нихъ поочередно, мы такимъ образомъ 
отыщемъ всф дБлители степени не выше 7 или убЪдимся, что 
таковыхъ не существуетъ вовсе. 

135. Остатокъ отъ дБленія Функціи 


Ка) = 5" +. 2" Ат 
(2) Р! б. 
на 


$(2) = 1" 0"... а, 
представляется въ вид$ Функцій (00 — 1)-ой степени, въ кото- 
рой коеФфиціенты суть Функціи чиселъ а,, а,,...а„. Прирав- 
нивъ эти коеФФиціенты нулю, мы получимъ % уравненій съ т 
неизвестными цБлыми числами 0;, 4,,.. .а,„; это будутъ усло- 
вія дБлимости {(2) на Ф(2). 

Р$шене нђћеколькихъ уравненій съ нБсколькими неизвЪет- 
ными при помощи послБдовательныхъ исключеній приводится 
къ рБшенію одного уравненія съ одною неизв$стной; поэтому 
вопросъ объ отысканіи дфлителей Функціи можно окончательно 
свести на рфшеше въ цфлыхъ числахъ одного уравненія съ одною 
неизвестной. 

Въ частномъ случа, когда идетъ дЪло объ отысканіи квадра- 
тичныхъ дфлителей, мы будемъ имфть первоначально два урав- 
ненія съ двумя неизвестными 


Ф, (9;, а.) == 0, Ф.(9;, а.) == 0, 


притомъ а, должно дБлить р,. Приравнивая послфдовательно не- 
извфстное а, разнымъ дфлителямъ числа р,, мы будемъ получать 
каждый разъ по два уравненія съ однимъ неизвфетнымъ а, и 
если окажется общее пфлое р5шене, то получимъ тогда и общий 
квадратичный дфлитель. 


136. Примъурз 1. Найти квадратичные дљлители функиін 
Р) = 2% + р, 2? 4 р и-нр,. 
Изображая искомый дБлитель чрезъ 


Ф(2) = а? ++ ах 4-0, 
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имфемъ 
а? == — а2 — 0, | 
а? == (а? — 0) 2+ а, [той. Ф(2)]. 
а == 9(26 — а) х 00 — а?), | 


СлБдовательно, отъ дфлешя /(2) на ф(2) получается остатокъ 


[а(20 — а?) 4 (а? — 0) р, — ар, + р] 2 0(0 — а?) 
= абр, — 0р, + р.; 
отсюда два уравненія для опредфлешя а и 6, именно: 
И | а(20 — а) 4 (2—5) р, — ар, + р. = 0, 
В \ (0 — а?) = абр, — 0р, + р, = 0. 


Изъ посл$дняго видно, что б должно дБлить р,. Приравнивая 
0 какому нибудь дБлителю числа р, и полагая 


на м$ето (1) имфемъ 
| а(20 — а?) 4 (а — 0) р, — ар, + р. = 0, 
У | 


В @-нар — р, 4-0 = 0; 


отсюда выводимъ 
а — Бр, + р — а = 0; 


слБдовательно, на мБсто (3) имфемъ 
| 2з — бр, = а — 5), 
| 0—26 а(р, — а). 


Первое изъ этихъ уравненій показываетъ, что р, — бр, 
должно дБлиться на б — 0; въ противномъ случа принятое зна- 
ченіе для 6 не годится. 
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Если р, — бр, дЪлится на самомъ дБлБ на ’— 0, то тогда 
имфемъ 


— 0 
ЕА Еа а=, 


и смотря по тому будетъ ли значеніе (5) удовлетворять второму 
уравненію (4), или не будетъ, Функція 2? -н а -н 6 будетъ дф- 
лить (2), или не будетъ. 

Если 6’ = Б, въ такомъ случа должно имфть мсто уравне- 
ніе р, == 0р,; иначе значеніе, принятое для б, не годится. Допу- 
стивъ, что дБйствительно р. == 0р,, для опредБленія а имфемъ 


уравненіе 
0 — рар, — 20 == 0; 


если оно не будетъ имфть цфлыхъ рБшеній, тогда значеніе, при- 
нятое для б, не годится. 


137. Примњрг 2. Найти кубичный дњлитель функщи 
6 ў 5 4 
гра. раен. ВА. 
Изобразивъ искомый дфлитель чрезъ 
Ф(5) = 2? — аа? — 0 — с, 


можемъ написать 
а? == а? 4 02 4 С, 


Е ‚2 
2 == а, 2? 4-0,2 4-с, 


| : [той. Ф(2)], 
2? == 0,2? 4-0,5 4 с,, 
В 2 
2 == 0,2? 4-0,0 4 С, 
гдБ 0, 0,,. . . С, вычисляются по Формуламъ 


а, = ва, 4- Е 


ра 0814-6, 


п т 1? 


т са ? 


если полагать послБдовательно и = 1, 2, 3. 
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Условія дфлимости данной Функціи на Ф(2) выражаются 
уравненіями 
| а, 4-р, а, 4-р, а, 4 р,0 4-р, = 0, 
СУ аы ити 


С 4 р, 0, 4 р, 4 рс 4-р, = 0. 


Изъ посл$дняго уравненія (1), подставляя въ немъ на мфето 
с.) с., с, Значенія 


С; = 003, С, = (а, С, = Са, 
ВЫВОДИМЪ 
с(а, + р, а, + р,а р) 2 = 0; 


отсюда заключаемъ, что с дЪлитъ р,. 
Приравнивъ с какому нибудь дБлителю числа р,, будемъ 
имЪть 


Исключая съ помощью уравненія (3) величину р, изъ пер- 
выхъ двухъ уравнений (1), получаемъ 
0, 4р, 0, -нр.6 4-р, — ас = 0, 
6,4 рс, + р,с 4 р — 0с = 0. 
На место условій (1) мы имфемъ теперь уравненія (3) и (4). 


Внося въ послфднее уравненіе (4) на мБсто с, и с, значенія 
са, и са, получаемъ 


ОРЕ с(а разр.) р, — Бс = 0. + 


Отсюда слБдуетъ, что обийй наибольший дълитель чисел 
сис должен» дълить р,; въ противномъ случа, принятое зна- 
ченіе для с слБдуетъ покинуть. 


2 
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Обозначивъ чрезъ 4 общій наибольший дфлитель чиселъ 
си С, мы положимъ 


ер с==04, ОЕ, р. 

Уравненіе (5) принимаетъ вслБдствіе этого такой видъ: 
В. ...... 4 (0, + ра + р.) +9 — 04 = 0. 

Отсюда, слБдуетъ, что № удовлетворяетъ сравненію 
УТ а" = 4 (той. 2), 


и если обозначимъ чрезъ о какое нибудь его рБшеніе, то можемъ 
написать 


гдБ # изображаетъ новое неизвестное цфлое число, которое мы 
введемъ на мЪсто 6. 

Внося въ (7) на мЪсто 0 выражене (9) и полагая для сокра- 
щенія 


ОСС ТОРОУ Сету 
получаемъ 
(11) ИЕ а, + ра 4-р, + а" 0. 


Исключая съ помощью этого уравненія величину р, изъ (3) 
и перваго (4), получаемъ 


у [04-с а а, б 
(арс, ас —ЫР-- й #26; 


На мето условій (1) имБемъ теперь уравненія (11) и (12). 
Внося во второе (12) ас на мђсто с, п а — 11 на мБсто б, 
получаемъ 


(13)... а(с—с) = (а — 40 а’) — ред, 
П. 21 
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откуда заключаемъ, что искомое число # должно удовлетворять 
сравненію второй степени А 


(14) .. (0—42) на’) = р, а вс [то4. (с — с)]. 


Въ случа, если сравненіе это окажется невозможнымъ, 
принятое значеніе для с надо перемънить на другое. 

Допустимъ, что сравненіе (14) возможно, и обозначимъ 
чрезъ В одинъ какой нибудь его корень; число значеній 8 равно 
числу различныхъ рБшеній сравненія (14). 

Число $ можетъ быть представлено въ видЪ 


(15)........... Е =8— (ее — си, 


причемъ + изображаетъ новое неизвБстное цфлое число. 
Внося въ (13) на м®сто # его выражеше по послфдней Фор- 
мулБ, и, затБмъ, сокращая об части на с— с’, получаемъ 


РОТИРА а= ини, 


гдБ А, й, № изображаютъ извЪетныя цфлыя числа. 
Подобнымъ образомъ изъ (9) выводимъ 


и. о... 6—60, 


гд Ки’ изображаютъ извфстныя цфлыя числа. 

Наша задача сведена теперь къ опредБленію одного и; по 
немъ коефФФиціенты @ и 6 опредФляются непосредственно. 

Внося въ уравнеше (11) и въ первое (12) на м$сто а, 6, # 
соотв$тетвуюция выраженія по Формуламъ (15), (16), (17), 
причемъ на мето а, и 6, слёдуетъ подставить предварительно 


ихъ значенія ў 
а = 04-0, 0, = ас, 


мы получимъ два уравненія третьей и четвертой степени съ 
однимъ неизв$стнымъ и. Если они имфютъ общий цфлый корень, 
тогда по этому корню мы вычислимъ 4 и б и получимъ искомый 
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дфлитель ф(2); въ противномъ случаЪ слБдуетъ м$нять значенія 
В и с. Если при всевозможныхъ значеніяхъ для с и для В не 
получится дБлитель, то слБдуетъ тогда заключить, что заданная 
Функція вовсе не имфетъ кубическихъ дБлителей. 

Остается еще обратить вниманіе на частный случай, когда 
с = с. Тогда имфемъ 


==, @ === 1, реу а ролро: 
уравненія (11) и (12) представляются въ слБдующемъ видЪ: 
Ё — 00 4 рс р, = 0, 
0 ра 9 + р, = 0, 
| а(9 — 20) + р, (9 — 0) + 2с р, = 0. 
Если два первыя изъ числа этихъ уравненій имфютъ цБлые 


корни, и эти корни удовлетворяютъ посл$днему уравненію, тогда 
получимъ кубичный дБлитель заданной Функціи. 

Примпчане. Способы, изложенные нами въ двухъ послд- 
нихъ примфрахъ, примфняются къ Функціямъ какой угодно 
степени. 


$ П. Доказательство одного сравненя, 


138. Теорема. Если функши Е (2) и Е (2) сравнимы по мо- 
дулю р, то ихз результанты, составленные относительно одной 
и той же функщи вида 


нра" *...-Нр,, 


также сравнимы по модулю р. 
ДЪйствительно, двЪ Функціи, сравнимыя по модулю р, отъ 
дБленія на Функцію вида 


Ка) = 2" + ру" *-...-Нр, 


даютъ въ остаткБ, равно какъ и въ частномъ, Функціи, соотв$т- 


ственно сравнимыя по модулю р. 
21* 
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Изображая соотвтственно чрезъ 


($ = 
а®-- аж... ва а Р 
п—1 


БОНО... 5 а 
3 п—1 
остатки получаемые отъ дЪленія Функцій 
Еа) п Е.а) 
на Ѓ(2) и замфчая, что 
(п) = а^ (а) (той. р), 


мы имБемъ рядъ сравненій 


(фр ($) 
а, == 0, А 
д) 
а, == 0, т 
о ЕЯ (то. р), 
($) о? | 
п—1 п—1 


при всякомъ $, начиная съ $ = 0. 

Съ другой стороны, обозначая соотвЪтственно чрезъ № и В, 
результанты Функцій / (2) и /(2), составленные относительно . 
{(2), имБемъ 


а, а, ЧС | 
ГА ГА , 
К РУ 5 095 | 
и ага 
(0—1) „ (8—1) (0—1) | 
@, (1 З 
0 1 0031 
О Т 
, ГА ГА 
р-ро 
Е Рр С 
ЕЕ ЕЕ (п—1) 
р 1) Зы 1) . Ь 
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Отсюда, на основани предыдущихъ сравненій, непосред- 


ственно заключаемъ 
В = Е, (той. р), 


что и слБдовало доказать. 

139. Прослёдивъ ходъ доказательства послБдней теоремы, 
легко замфтить, что она остается въ силБ и въ томъ случаф, 
когда коеФФиціенты въ выраженіяхъ Функцій [(2), (2), Е (1) 
содержатъ произвольный параметръ у, представляясь въ видЪ 
цБлыхъ Функцій этого параметра. Разсматривая тогда у какъ 
перем%нную, сравнеше 


ВИЕ, В == В, (той. р) 


будетъ представлять тожественное Функціональное сравненіе. 
Вообще, хункщи [ (2), Е(2), Е\(х) могутъ содержать какое 
угодно число независимыхъ параметровъ и всегда сравненіе (1) 
остается справедливымъ. 
Переходя къ приложенію предыдущаго, мы докажемъ слђ- 
дующую теорему Шенемана. 


Теорема. Каково бы ни было простое число р, если функии 


Га) = 2" + ря” *...-р,, 


Ф(х) = 2" + ‘-...-4, 


таковы, что корни второй равны р-ой степени отг корней пер- 
вой, то такія функии сравнимы по модулю р. 

ДЪйствительно, разсматривая Х какъ произвольный пара- 
метръ и замфчая, что Функціи 


(Х— 2)? и ХР 
сравнимы по модулю р, имфемъ сравненіе 
(х2) (2,2. ..(Х-2 )? = (ХР) (ХР-2)...(Х?—2,2), 


причемъ 2,, 2,,, . . 2, изображаютъ корни Функціи ѓ(2). 
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Сравненіе это можно написать проще такъ: 


дуаа рел ГОХ) = Ф(Х?) (той. р). 
Съ другой стороны, по извЪстной теорем имЂемъ 
а ГОХ)? = (ХР) (той. р). 


Изъ (2) и (3) выводимъ 
ЁСХР) == Ф(Х?) (той. р). 
Отсюда, внося въ обЪ части 2 на мЪсто Х?, получаемъ 
Га) == Ф(а) (той. р), 

что и слБдовало доказать. 

Примърз. Возьмемъ уравненіе 

22—24 1 = 0, 
И ПОЛОЖИМЪ 
р 01 


Составляемъ рядъ уравненій 


у= — 1+ 22 — 22, 
у = 2 — 82 + 247, 
ау = — 2 4 45 — 82, 
откуда выводимъ 
— 1—9 2 — 2 
2 — 8 — 5 2 == И. 
— 2 4 — 8 — 0 


Разлагая опредФлитель, получаемъ уравненіе 


0 702—0 4 1 = 0... . 
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Полагая 
Кг) = 22—241, 


Ф(1) = а? + 70? — 2 4 1, 
мы убЪждаемся въ справедливости сравненія 


Г(2) == Ф(2) (той. 7). 


$ Ш, Разложеніе Функціи х" — 1 на неприводимые множи- 
тели. 


140. Изображая чрезъ ү, произведеніе ве$хъ неприводи- 
мыхъ Функцій 7-го порядка по модулю р, мы имфемъ слБдую- 
щее разложеніе Функціи 2 — 1 на множители (м? 127) 


о Аа Н 0"— 1 == фф... ф, (пой. р) 


гд т, т,...1 означаютъ различные дфлители числа 7%. 
Функція ф,, составляется по Формулф 
П(2"'1— 1) 
рУ ? 
"п П(0"2—1) 


— 

г 
— 
-Е- 


причемъ совокупность чиселъ 7% и т. находится изъ выраженія 
ф(т) = Ёт, — 5т,. 


Сравненіе (1) не нарушается, если во второй его части на, 
мфето какой нибудь изъ Функцій ф подставить другую, сравни- 
мую съ первой по модулю р; но если подъ знакомъ ф, понимать 
точно выраженіе (2), то тогда сравнеше (1) превращается въ 
уравнеше (и? 14) 


ИРЕТИ "1 фф... ф. 


Характеристическое свойство Функціи (2) состоитъ въ томъ, 
что при всякомъ 2 она абсолютно неприводима; такъ что равен- 
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ство (3) представляетъ разложеніе Функціи 2" — 1 на абсолютно 
неприводимые множители. 

Прежде чЂмъ доказать это, мы, слБдуя Дедекинду, укажемъ 
на особенности корней Функціи фо. 

141. Корни двучленнаго уравненія 2 — 1 = 0 бываютъ 
двоякаго рода: первообразные и непервообразные. Первообраз- 
ными называются такіе, которые не удовлетворяютъ ни одному 
изъ уравненій 


56 е0: 00 е ОА 0: 


Веякій непервообразный корень уравненія 2" — 1 == 0 есть 
С . , 
первообразный корень другого уравненія 2 — 1 == 0 степени 
ниже т, причемъ т’ дБлитъ т (но 127). 


Теорема. Число первообразнытг корней уравненія 2'"'— 1 = 0 
есть Ф(т). Всњ они удовлетворяють уравненію 


(201—1) ыы 


= — = (), 
П(2""2 — 1) 


Ф 

На самомъ д®лЂ, пусть ў, изображаетъ цБлую Функцію съ 

коеФФиціентомъ у наивысшей степени перем®ннаго равнымъ 

единицБ, корни которой суть первообразные корни уравненія 

1" — 1; еслибы таковыхъ корней не существовало, то подъ ў, 
слБдовало бы понимать единицу. 


Изображая чрезъ т, т,...1 веБ дфлители числа т, мы 
замфчаемъ, что каждый корень Функци 2" — 1 есть корень 
одной изъ Функцій Ѓ,, Ѓ,/,. . . ћ, и наоборотъ; а такъ какъ 


эти посл®днія общихъ корней очевидно им%ть не могутъ, то слБ- 
довательно имфемъ равенство 


ар . Вы Е 


которое вполн опредФляетъ собой Функцію /,. Изъ него выво- 


ДИМЪ 
_ Па" — 1) 


пе 
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то есть 
| == Фи 
что и требовалось доказать. 
142. Если а есть первообразный корень уравнения 2"— 1 = 0, 
то всЪ корни послБдняго могутъ быть представлены такъ: 


Р а Г Е 


ибо всЪ числа (1) удовлетворяютъ ему очевидно, и вс$ они раз- 
ЛИЧНЫ. 
На самомъ дЪлБ, допустивъ 


. ./ 
ЕЕ ЕЕ ВЕТ 
отсюда выводимъ 


что невозможно по причин, что 4—4 < т. 

Возьмемъ теперь во вниманіе степень а, и обозначимъ 
чрезъ р возможно малое положительное число, при которомъ 
удовлетворяется условіе 


Такъ какъ по предположению 2 есть самый малый показа- 
тель, при которомъ уравненіе а” = 1 имфетъ мфсто, то для 
существованя уравнения (2) необходимо и достаточно (м? 127), 
чтобъ |4 дБлилось на т, или, другими словами, чтобъ |. дБли- 
лось на 2, гдБ Я есть общий наибольшій дБлитель чиселъ 1 и $. 
Слфдовательно имфемъ 


т, 


= т. 
Это приводитъ къ такой теорем%. 


Теорема. Если а есть первообразный корень уравненія 
2" — 1 == 0, то степень а^ есть первообразный корень уравне- 


т 
нія 21 — 1 = 0, 10ь 4 изображает» общій наибольшій дъли- 
тель чисель $ и т. 
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Слфдетв1е. Из5 0однозо какою нибудь первообразнало корня а 
получаются всњ остальные, если возвышать а вг степени про- 
стыя с ти < т. 

Посл$днее свойство первообразнаго корня прямо относится 
къ корнямъ уравненія ф„ = 0; по одному его корню получа- 
ются вс остальные возвышеніемъ въ степени простыя съ 22 
и < т. 

143. Обозначимъ чрезъ т (х) какую нибудь изъ неприводи- 
мыхъ Функц, дБлящихъ ф,; если намъ удастся доказать, что 
т(2) = ф,„, то тБмъ самымъ будетъ доказано, что Функція Фи, 
неприводима. 

Возьмемъ уравненіе 

п(2) = 0, 


и положивъ у == 22, гдБ р простое число, не дфлящее 2, соста- 


вимъ уравненіе съ 7 
0(0) = 0. 


Об Функціи п(2) и 0(9) одинаковой степени, а коефФиціенты 
у наивысшей степени перем$ннаго въ ихъ выраженіяхъ равны 
единице. 

Не трудно доказать, что Функція 0(у) неприводима. 

Допустимъ противное; пусть 


рл р 000) = 0,00) 0.00). 
Изображая чрезъ р’ число, удовлетворяющее условію 


рр ==1 (той. т), 
имфемъ 


14-іт. 


4 А 
Р — 000 д", 


гдЪ { изображаетъ цБлое число. 
Но 2" — 1; елБдовательно 
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Итакъ, мы видимъ, что величины 2 и у выражаются раціо- 
нальнымъ образомъ, какъ вторая чрезъ первую, такъ и первая 
чрезъ вторую. 

Преобразовывая посредствомъ подстановки (2) оба урав- 


ненія 
000) = 0, 040) == 0, 


получаемъ соотвфтственно два новыхъ уравненія 
о Раат ЕА ССР ОЛЕ 2 117 


Корни уравненія 7:(2) = 0 удовлетворяютъ частью первому 
уравненію (3), частью второму; поэтому заключаемъ 


п(0) = п. (2) к.(2). 


Но такое равенство невозможно, потому что Функція 7(2) 
неприводима; слБдовательно и равенство (1) также невозможно, 
то есть Функція 0(9) неприводима. 

ВсБ корни Функціи 0(5) очевидно удовлетворяютъ уравненію 
1" ==1; а такъ какъ Функція 0(2), будучи неприводимой, не 
можетъ имфть кратныхъ корней, то слЪдовательно 2" — 1 дђ- 
лится безъ остатка на 0(2). 

Если теперь допустить, что Функціи (2) и 0(5) различны, 
то тогда онф, будучи неприводимыми, будутъ взаимно простыми, 
и Функція 2" — 1, дБлясь на каждую порознь, раздБлится на 
ихъ произведене. 

Полагая 

2" — 1 = п (2) (2) №0), 


и замфчая, что по теорем$ Шенемана имфемъ 0(2) == п(2) 
(той. р), заключаемъ 


1"— 1 == (2)? А2) (той. р). 


Но это невозможно, ибо Функція 2" — 1 по модулю р не 
имфетъ двукратныхъ множителей; слБдовательно первоначальное 
наше предположеніе ошибочно: Функціи т (2) и 0(5) тожественны. 
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Отсюда слЕдуетъ, что если х удовлетворяетъ уравненію 
п (1) = 0, то всякая степень 2?, при р простомъ, не дфлящемъ 9%, 
удовлетворяетъ также тому же уравненію. 

ПримБняя послБднее предложеніе нБеколько разъ, мы при- 
ходимъ къ заключенію, что и степень 2", при всякомъ я, про- 
стомъ съ т, будетъ удовлетворять уравненію п (5) = 0. 

СлБдовательно, веБ корни уравненія ф, == 0 удовлетворя- 
ютъ уравненію п(2х) = 0. 

Отсюда, вытекаетъ равенство п(2) = ф,, что и требовалось 
доказать. 


$ 1. Новое доказательство неприводимости Функцін 0, 
при 2 равномъ степени простаго числа. 


144. Въ частномъ случаЪ, когда т есть степень простаго 
числа, неприводимость Функціп Ч, доказывается легко съ по- 
мощью слБдующей леммы. 


Лемма. Каково бы ни было простое число р, Функція вида 


2" 4 раз” + ра." "+... ра, 12 4р, 
при цфлыхъ значеніяхъ 0,, @,,.. .а,_,, есть неприводимая. 
ДБйствительно, обозначимъ для сокращенія данную Функцію 
чрезъ (2), и допустимъ, что она разлагается на произведеніе 
двухъ множителей 


(1) К) = (27 6а07 ... 0, ("са ‘+... 56). 


Приравнивая постоянные члены въ обБихъ частяхъ (1), 


получаемъ уравненіе 


на основаніи котораго заключаемъ, что одинъ изъ членовъ 0,, с, 
равенъ + р, остальной == 1. 
Положимъ 
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вслдствіе этого изъ (1) вытекаетъ сравненіе 


(2) а" == (17-а 1...0, 1) (с "+... 


с, _,52) (той. р); 
отсюда заключаемъ 
с, == 0 (той. р). 
ВелБдстве этого сравненіе (2) можно написать проще такъ: 
(8) 2" == (2-0,2... 2 1) ("оса "+... 


9 
4 с,_,2?) (шой. р). 
Сравнивая въ обфихъ частяхъ коеффищенты у 2°, выводимъ 


с,_„ == 0 (той. р), 


$ 
велдств1е чего сравнеше (3) можно написать такъ: 
(4) 2" = (07 6,27 ‘+... 6, 2-1 (нс ‘+... 
с, ,2) (той. р). 
Продолжая разсуждать подобнымъ образомъ далЪе, въ концЪ 
дойдемъ до сравненія 


па (07 07 1...4 0,02 1)а* (той. р). 


Сравнивая здесь коефФиціенты у 2° въ обфихъ частяхъ, 
получаемъ невозможное сравненіе е 


1 = 0 (той. р). 


Это показываетъ, что сравненіе (1) невозможно, то есть 
Функція Ѓ(2) неприводима. 
145. Возьмемъ теперь во вниманіе Функцію 


Ф Ане. га 1 
Дро ВС г 


гдБ р число простое. 
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Внося $ + 1 на м$ето 2, получаемъ новую Функцію 
2ч ану ЕЕГ А 2 а 
ф,(0-- 1) = (0-1) ТИТ +... р, 


которая по виду своему очевидно подходитъ подъ предыдущую 
лемму; поэтому Функція 4б + 1) неприводима. 
ТБмъ самымъ неприводима и первоначальная Функція фр 
146. Перейдемъ теперь къ боле общему случаю т = р“. 


Внося въ выраженіи 
а 


Е) к: ‚> 
(1) Ф = ов И, | 
{ 1 на м$ето 2, получаемъ новую Функцію 
а 
(—= 1)2 — 1 
ея = 
ан ОА ЛЕЙ 


Чтобы получить значеніе  дфлаемъ въ поел$днемъ равен- 
ствБ ё = 0; находимъ 


(8) к = 4,81) = Ти ж РЕТ Я. 1 
ДалЪе, мы замфчаемъ два тожественныя сравненія 
ЕТТ ва 
( с 702 (той. р). 
#1)? — 1 =? | 


Отсюда слфдуетъ, что частное отъ дБленія по модулю р 
. р“ . ра—1 
Функщи (-н 1) —1 на Функцію (#-н 1) — 1 сравнимо 
ә А а . 4—1 
съ частнымъ отъ дБленія Функціи # на Функцію #” , то есть 


ОСОТ Фа 1) = 2" 0—1) (шоа. р). 
Изъ (2) и (4) выводимъ 
и Эра 0—1). ер (шой. ў), 


откуда заключаемъ, что вс коеффиціенты @, 0, . . . Ё входящіе 
во вторую часть (2) дЪлятся на р. 
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Принимая это въ соображене и замфчая, что значеше по- 
стояннаго члена # равно р, мы заключаемъ, что Функція (2) 
подходитъ подъ вышедоказанную лемму; поэтому она неприво- 
дима. Отсюда слБдуетъ, что и Функція (1) неприводима. 

147. Если какая нибудь Функція [ (<) окажется неприводи- 
мою по модулю р, то подавно она абсолютно неприводима. Однако 
нельзя утверждать обратно; бываютъ Функціи абсолютно непри- 
водимыя, которыя разлагаются на множители относительно вся- 
каго простаго модуля. 

Такой интересный случай представляетъ Функція ф„, когда 
число т не имфетъ первообразныхъ корней. 

Для прим®ра возьмемъ неприводимую Функцію 


Ф = 2 + 1, 


и постараемся доказать прямымъ путемъ, что эта Функція при- 
водима по всякому модулю. 

Разсмотримъ отдфльно четыре случая. 

Первый случай, модуль р = 2. Тогда имфемъ очевидно 


а + 1 == (2-4 1)* (той. 2), 


и слБдовательно разсматриваемая Функція приводима. 
Второй случай, р = Ап 1. Тогда сравненіе 


а? + 1 == 0 (ю0ӣ. р) 
возможно. Обозначая чрезъ @ одно изъ его рёшенй, имфемъ 
ян 1 == (22 + а) (а? — а) (той. р). 


Это показываетъ, что Функція 2* -+ 1 приводима. 
Третій случай, р = 8п + 1. Тогда сравненіе 


а? = 2 (той. р) 
имфетъ рБшеніе. Обозначая его чрезъ а, имЂемъ 
и 1 == (02 + ас 4 1) (202 — ах 1) (то. р), 


и слБдовательно Функція 2* ~ 1 приводима. 
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Четвертый случай, р = Зп — 1. Сравненіе 
а2 + 2 == 0 (той. р). 
иметь рБшеніе, которое обозначимъ чрезъ а. Имфемъ 
1 == (а? + ав — 1) (22 — аг — 1) (той. р); 


слБдовательно Функція 2* ~ 1 приводима. 

Если теперь принять въ соображеніе, что всякое простое 
число р предетавляетъ непремфнно одинъ изъ вышеразсмотр%н- 
ныхъ четырехъ случаевъ, то становится ясно, что по какому бы 
то ни было модулю Функція 2* ~ 1 всегда приводима. 


КОНЕЦЪ ВТОРОЙ ЧАСТИ. 
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